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INTRODUCERE ÎN 


Teoria relativităţii este teoria modernă a spațiului, a timpului 
$i a gravitaţiei. Deși conţinutul lucrării esto fizic, forma de expu- 
nere este matematică, 

Lucrarea contine trei părţi. Prima parte prezintă notiunile 
şi notațiile din teoria spațiilor generalizate, necesare ințeiegeiii 
teoriei relativităţii. Partea a doua tratează teoria relativității re- 
strinse și teoria reiativitátii generale. În partea a treia sint re- 
date citeva capitoie speciale referitoare la teoria ;elativității. 

Cartea se adresează inginerilor, profesorilor de liceu, mate- 
maticienilor, fizicienilor, studenților si, in general, este accesi- 
bilă tuturor celor care cunosc noțiunile de bază ale unui curs 
de matematici generale. 
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PREFAŢĂ 


Teoria relativităţii este teoria modernă a spațiului, a timpului 
şi a gravitaţiei. Deşi conţinutul său este fizic, la baza descoperirii 
legilor naturii stînd în primul rînd observaţia și experiența, forma 
de expunere a cunoştinţelor din acest domeniu se pretează unei stră- 
lucite tratări matematice, utilizînd mai ales cunoștințe din teoria 
spaţiilor generalizate, ca o îmbinare la nivelul cel mai înalt între 
practică și teorie. 

Teoria spaţiilor generalizate, mai precis spus, geometria diferen- 
tialá a spaţiului cu n dimensiuni este obiect de studiu al unui curs 
dezvoltat al facultăţilor de matematici. Pentru uşurarea lecturii aces- 
tei cărţi am considerat; necesar să expunem, în prima parte a lucrării, 
noţiunile fundamentale ale acestei teorii, obignuind, pe de o parte, 
lectorul cu notatiile utilizate, iar, pe de altă parte, făcînd accesibilă ur- 
mărirea textului doar cu cunoştinţele unui curs de analiză generală 
din primul an al oricărui institut tehnic. 

Partea a doua constă în expunerea teoriei relativităţii, aşa cum 
este obişnuit în majoritatea cursurilor analoage, tratind în prealabil 
teoria relativităţii restrinse şi apoi a relativității generale. 

Teoria actuală a relativităţii este foarte specializată. Citeva capi- 
tole izolate sînt expuse în linii mari în partea a treia, cu o indicare 
bibliografică în vederea eventualei aprofundüri. 


Cartea este redactată de al doilea coautor, care a urmărit fidel 
metode si notafile primului coautor Gh. Vrănceanu, care a adus 
contribuţii ştiinţifice remarcabile, atit în geometria diferenţială cît 
i în teoria relativităţii. 

Noţiunile fundamentale de teoria relativităţii intră in cercul de 
cunoștințe care constituie cultura omului mediu. Este legitim ca 
un inginer sau un profesor de liceu, cu cunoștințe mai specializate, 
să dorească să aibă o informare mai bogată. Cartea de faţă caută să 
răspundă acestui deziderat. 
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CU n DIMENSIUNI 


A. CALCUL TENSORIAL 


1. Vectori. a) Unei mulţimi ordonate de n numere reale 
(21,2?, ... 27) îi atasám un punct şi reciproc. Multimea acestor 
puncte este un spațiu cu n dimensiuni, Xp. 

Considerăm o transformare arbitrară 
(1) ges S πμ ο 2 ism) 


al eárei determinant functional este nenul 


#0. 


2 A sie 
(2) | δα 


Fatá de transformarea (1), diferentialele coordonatelor se trans- 
tormă astfel : 


dai 
(3) dai — 29 gat. 
θα” 


Facem convenţia ca de câte ori un indice se repetă într-un monom 
să sumăm în raport cu acest indice. 

Prin analogie, o mulţime de mărimi V!, V?, ..., V^, funcții reale 
de α' sînt componentele contravariante ale unui vector V, dacă 
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i unde 3; este simbolul lui Kronecker 
printr-o transformare (1), aceste componente se reproduc ca şi diferen- 


tialele coordonatelor, adică după legea 


(8) δ! = 1 cînd i -- j, 
. Qa 0 cînd i σε j. 
(4) ii arr 
PP Atunci 
b) Fie acum f(z!, 2?, ..., 4") o funcţie în general; fată de trans- „Gat δα" JSt 
formările (1), derivatele parțiale ale funcției f se transformă astfel : pe Dai Oa ΞΡ). 
ôf Of δω RC : "ERE ? ; 
(5) — = — Sumind în raport cu j, trebuie să luăm j = k; pentru celelalte valori, 
δα} δα’ δα” partea a doua este nulá; deci 
Prin analogie, o mulţime de mărimi Vy V5,..., V, funcții reale i „ a 
de α', sint componentele covariante ale unui vector V, dacă printr-o (9) Vies a 


. 7 θα" 
transformare (1) aceste componente se reprodue ca şi derivatele 
parţiale ale unei funcţii arbitrare de coordonate, adică după legea " df 
Formal, ca regulă mnemotehnicá, trecem de la formula (4) la (9), 
: Ρ δα”. 3 MUN A , δα” 
T ducind pe in cealaltă parte a egalităţii sub formă inversatá —— 
(6) V; Ve δαν 3 δα” 
ACA 
ox a ufi 
Analog, in formula (6), inmultim in ambele párti cu 
o) ? 3 P 3 


e 


Şi su- 
Spunem că vectorul însuşi este contravariant sau covariant, după 


μα. : o: : măm apoi in raport cu i; avem 
cum este privit ca multimea componentelor sale contravariante sau 


covariante. - ο Dod - 
c) Inversám legea de transformare (4) a componentelor unui 67m ue py er. RT μα. =V} =V; 
vector contravariant, inmuljind în ambele părți ale relației cu Qa θα”. δα da 
δαν l 
Dai deci 
ră 
y" θα” γι Oa* Og! (10) Έα =F; E 
0a θα" Qoi v 


cu aceeaşi regulă mnemotehnicá, amintită mai sus. 
Privind formulele (4) şi (9), observăm că pentru un vector con- 
travariant, în factorul cu care multiplicám, numárátorul este dat de 


Sumám acum în raport cu indicele  ; în partea a doua avem derivata 
parţială a lui a* în raport cu ὦ’, prin intermediul variabilelor noi 


dei. Wm ees ο ο κώνο : i Ξ s Mir ee 
3 i PP 3 prima parte a relaţiei : acelaşi accent si acelaşi indice. Pentru un 
δα: ari vector covariant, scriem legea de transformare (6) sau (10), obser- 
(7) QUT, vind intii cá numitorul este dat de prima parte. 
δω. Og! 


ὣ 


na—— "hu! 


2. Definiţia tensorilor. a) Într-o transformare de coordonate 
Ü ri 2 Ξ 4 
(1) ο Ες aana (eed. 25515), 


vectorii contravarianți V' si covarianți V; se transformă după legile 


(2) y'r zy: em -3 (3) E TM V, θα : 
Qa θα” 
iar inversele lor sint 
Qa δα” 
2' yt =V" — 9’ V; = V; —. 
(7 xt iod dat 


Produsele de vectori se transformă după legile 


δα’ δα” 
? 


στ’ — Τ᾽ y? - 
(4) Qai Oa! 
(4') V*yi= Vp A B. ; 
δα” δα” 
θα! δα 
5 A AA E LS 
(5) 1 ! Qa θα” 
δα”. δω” 
5 UV, = UNV; Ξ ; 
e 1 á dai θα! ᾿ 
atf J må 
(6) ο 227. 557. 
da! θα” 
. θα' θα” 
6’ OYU" V; E 7A 
( ) j Or" Oa! 


Prin analogie, spunem cá o mulţime de n? mărimi A", funcții reale 
dest, at, ..., £ (i — 1, 2, ..., n;  — 1, 2, ...,) sint componen- 
tele contravariante ale unui tensor de ordinui al doilea, dacă la 
o transformare de coordonate (1) se transformá ca produsul a doi 
vectori contravarianţi, adică după legea 


δα”. δα" . 
Ga δα! 


(7) A = AV 
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Spunem, ca să simplifieim, că A“ este un tensor eontravariant | 
de ordinul al doilea. Analog, Αι, sint componentele unui tensor co- | 
variant, de ordinul al doilea, dacă la o transformare de coordonate | 
(1) se transformă ca produsul a doi vectori covarianti, adică după | 
egea 

5 Oz! d 
(8) Ap rapa 


θα” δα" 


De asemenea, Αἱ sint componentele unui tensor mixt de ordinul al 
doilea, dacă la o transformare de coordonate (1) se transformă ca pro- 
Pagu unui vector contravariant eu unul covariant, adică după 
legea 


(9) AA ᾱ 
da! θα” 


b) Putem să inversăm legile (7), (8) si (9). Astfel să inmultim am- 
Jmk 


bele părți ale relației (7) cu 


E Lm v. : 
= a 81 să sumám apoi in raport 
cu r şi cu s; avem 


θα’ Qa* M ὅθ᾽ δα” δα θα” 


A?re umm Moreau cho ο de. A c. Bs 
δα” Oz" da” δϑα' δα” Om — 
θα Qa* 
pee Ed, per eer. JUsSsbsk | 3 
A uk dab ASPE = A”; 
gau ,notind i, j în loc de ἢ si de k, 
| ο Ad 
(1η AË mAr 0 0x 7— 
δα”. 0a" 


analog cu (47). Obţinem în acelaşi mod, . 


(ey s κ μας ών 
azi vai 
g 3 ni “. 
(9) Ai- Ar δα! Om j 
Ox" δα’ 


c) Pe aceeaşi cale, spunem că ο mulţime de n3 cantități AY 
funcţii reale de coordonatele di, z?, ..., z^ iar MEE ο muc. 
A - . . RET Σ 
sint componentele unui tensor de ordinul al treilea, o dată covariant 
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şi de două ori contravariant, dacă într-o transformare de coordonate 
(1) aceste componente satisfae legii de transformare 

nu. Θα; θα 
(10) Ai" — Ag - 


δα δα’ δα 


În general, pentru un tensor de ordinul n = r + s, avem prin defi- 


ΟΝ θα. δῷ:  Qgi 0g? 
hid, 0m 1 ga qr θαι aa qois 
, ... r 
(11) Aneb — A3 ΤΑ 


ΡΕ δω» ^ ' δα Dai Jyh: θᾳ8ς 


Spunem că tensorul este contravariant de 7 ori si covariant de 8 
ori, unde r + s =n. 


3. Contraetia tensorilor. a) Considerăm un vector contravariant 
U' şi unul covariant V, care, conform definiției, la o transformare 
de coordonate 


(1) ο en uf, um edu 98, sa), 


se transformă după legile 


τ” --ζ' 


Produsul lor UV; este un tensor mixt de ordinul al doilea. Presu- 
punem 3 =r; atunci 
i QUT θα E θε visos 
(2) U"V, —U!y,—— —— —UVj8 = UV 
d a4 


Deci produsul scalar U'V, a doi vectori este un invariant. De ase- 
menea produsele 


(3) AqU'V!, AU"U,V, AiU,V', AB", AiB} 


sint invariante. De exemplu, să considerăm al treilea produs ; avem 


+. ο” Qm! δα” θα. 
SU;V'5 =A? σ γε = 
ARU, ! Jg δα” ^ θα” θα’ 
i θα’ δα” δα’ δα” 
= Aju,v* (22. 99 E E = 
Ox" Og θα” δα 


= AU, V" δὲ = AiU,V?, 
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b) Invers, dacá unul din produsele (3)-este invariant și cunoaștem 
natura a două sisteme de componente, rezultă natura, sistemului 
rămas. De exemplu să presupunem că U,, V, sint vectori covarianți 
arbitrari iar A9 o mulțime de n? componente, astiel ca expresia 
A" UV; în care sumám în raport cu { și în raport cu j, să fie un 
invariant. Atunci A” sint componentele unui tensor contravariant. 
Într-adevăr, prin ipoteză avem 


σ.--5, X. ("Visa VS θα 


- ; AU! yt AU IV 


0% 905 
Atunci 
δα; δα 


A” U,V ,— A'"U; V, — A'U,V, -» 
Ox'" δα”. 


^ 


vy, ( 49 — du mr d j= 


θα’. δα” 


ultima relație are loc oricare ar fi vectorii covarianti U,, V;; rezultă 


y'r qi 
AU — Α”ε δα”. 0m : 


m't Ams 
δα” Qm 


care este legea de transformare a tensorului contravariant. 
c) Tensorul A: este un invariant. În adevăr 


; Op? 9a? 
SURE EUM Ox! δα” 


= Aii — Ai — 4 


Spunem că A este obținut prin contractare din tensorul Af. 

Produsele considerate (2), (3) au caracter tensorial. Ele au fost 
contractate în raport cu indicii care se repetă. Mai general, dintr-un 
tensor de ordin superior putem să obţinem pe aceeaşi cale tensori 


coniraciaţi ; iterind procedeul, putem să, ajngem la un vector ori la 
un invariant. 


De exemplu, A este un vector, ceea ce justificăm simplu : 


δα. Om? Φορ ; δα”. , 0g" 


118 ij AN 
κ... δα’ δ δα" ὦ 


πι... 


De asemenea, dacă Hj, este un tensor de ordinul al patrulea, 
Ri], RË, sint tensori de ordinul al doilea, iar Ri este o expresie in- 
variantă, adică suma 

ΕΠ ΒΒ... Ες -- ΒΕΠ... 1 Βα Ἔ... + En 


rămîne neschimbată prin transformarea (1). 


4. Spaţiu euclidian n-dimensional. a) Considerăm transiormarea 


(1) ai = aja! + αγ. (4, j 1, 2, ..., m), 
eu conditiile 

“Ὃν 1, dacă j — k, 

igi = δι. -- 4’ 
2 bi diia E dacă j 7 k. 


Această transformare invariază expresia 
G) Metri — ym ees Gt — yy 


construită cu ajutorul coordonatelor a două puncte JP(a*) Qly‘), 
În adevăr, avem prin transformarea (1) 


> ; . i n 
y I aty’ + at, pi — y' ze ai(a! pe 43), 


deci 
Λα. gno E asc Orem = 


= (at — y") (a^! — y") = ajla — y’) a — y^) = 
= δια) — y?) (a* — y*) = (αἱ — ψ)(α' — y*) — d. 


Spunem cá d este distanţa dintre punctele P şi Q şi că transfor- 
marea (1) este ortogonală, iar coordonatele zi, in raport cu care dis- 
tanta are forma lui Pitagora (3), sint coordonate carteziene ortogonale. 
Mulțimea proprietăţilor conservate de transformările ortogonale for- 
mează geometria euclidiană n-dimensională si mulţimea punctelor 
considerate în această geometrie este spaţiul euclidian Επ. 
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b) După proprietăţile cunoscute din algebră, |ai| — 1 şi inversa 
transformării (1) este de asemenea ortogonală 


(4) zi = aja! + a", 
unde 
(5) aj = a. 


Faţă de transformările (1), un vector contravariant se transtormă 
după legea 


pe capi Pt eoe 
θα : 


şi un vector covariant, după legea 
dai 


V; —Vi og" = Via! --γιαῖ. 
c 


Avem deci aceeaşi lege de transformare a componenelor, adicá 
intr-un spatiu euclidian avem un singur fel de vectori. 

Íntr-un spatiu E, putem să introducem figurile si noţiunile cu- 
noscute din E, definindu-le prin ecuaţiile sau prin formulele lor 
analitice analoage. 


5. Proprietăţi geometrice in Χρ. a) Asociind unui punct Ῥ(αι, 
2*,... ο”) din spaţiul general X,, punctul de coordonate carte- 
ziene ortogonale zi, 2?,... , z" din spaţiul euclidian E, putem 
să introducem in X, noţiuni și figuri geometrice analoage celor eucli- 
diene. În spaţiul X,, numim varietate, mulțimea punctelor ale căror 
coordonate α΄ satisfac sistemului de ecuaţii 


(1) Jat v’, e.. Ò) — 0, (x — 1, 2,...,m € n). 


Numărul n—m este dimensiunea varietátii. Dacă α = n — 1, avem 
o curbă, dacă « = 1, o ipersuprafatá. Două varietăţi 


(2) f=0, gf —0 (x —1, 2,...,m; B — 1, d, «e y d) 
sint concurente, dacă sistemul (2) este compatibil. Intersecţia varie- 


tátilor de dimensiuni n— m şi n—p este cel puţin de dimensiune n — 
— (m +p); dacă m + p = n, varietățile sint complementare. Două 
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n—— ων... 


puncte sint vecine, dacă coordonatele lor au valori apropiate; două 
varietăţi sint vecine, dacă putem să stabilim între ele o corespondenţă 
de puncte vecine. 


b) O varietate este lineară, dacă ecuaţiile (1) sînt lineare, adică 
de forma 


(3) afa! --a* — 0 (ἐ--1, 3,...'";α--1, 2,...,m d n). 


Dacă « =n — 1, avem o dreaptă; dacă « = 1, avem un iperplan. 
Introducem coordonate omogene 


(4) at — a* : αὐ, 


αν fiind o nouă variabilă, de omogenizare. ΠῚ 
A r w . a κα | 
Varietatea lineară n — 1 dimensională 


(5) 0 esp 


este numită iperplan impropriu. Intersecţia unei varietăţi cu iper- 
planul impropriu este o varietate improprie. Varietăţile lineare 


6 aat + αφ) —0, bat + ba — 0 
) 


(x —1,2,...,m; 8 = 1,2, ... , p) sint paralele, dacă sistemul for- 


mat de ecuaţiile (5) şi (6) este compatibil. 
Numim unghi a două iperplane 


(7) ax: + ας = 0, bja* + β = 0, 
numărul u, cuprins între 0 si m, dat de formula 


ab; 
— e d$ 


8 008 U = 
(8) ab 


unde 
(9) a? = aa; = (a? + (a2)? +... + (αι), 02 m babi 
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Iperplanele sint ortogonale, dacă a = I adicá 


(10) ab; — 0. 


Numim distanţă dintre două puncte P(a*),  Q(y) numărul pozi- 
tiv d, dat de formula 


(11) d? = (at — y1) + (æ? — y?) +... + (a^ — y"y*. 


c) O transformare topologică (biunivocă si bicontinuă) 
(12) des gl, m* ous VAS 


conservă dimensiunea si proprietatea de vecinătate a varietátilor. 
O transformare proiectivá (linear in coordonatele omogene) 


(13) pi = αἱα’ + aiat, a? = a9 ϱ) + αθαθ 


transformă varietățile lineare în varietăţi lineare. 
O transformare afină (lineară în coordonatele neomogene) 


(14) zi = aigi + ai 


[dedusă din (13), cînd aj — 0], invariază iperplanul impropriu, 
transformă o varietate improprie într-o varietate improprie, conservă 
paralelismul. 

d) Să determinăm transformările (14) care conservă unghiurile. 
După o transformare (14) un iperplan ai + a = 0 devine vai + 
+ α΄ = 0, «(aja + ai) + α΄ — 0, deci αι sint componentele unui 
tensor covariant αι = αἰαὶ. 

Expresia (8) este invariantá, dacă 


(15) aB = pæ; ps. 


unde o(zl, αἲ, ... , &”) este un factor. Înţelegem că (15) are loc şi 
pentru « = p. Dar condiţia af; = «;9;aja? = ραίβι atrage 


(16) aja) = ϱδ΄», 
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Transformările (14) cu condiţiile (16) sint numite conforme. Deci 
transformárile conforme conservá unghiurile. 
acă o = 1, transformările (14), (16) sînt ortogonale. Transfor- 
márile ortogonale conservá distantele si stau la baza geometriei 
euclidiene. Analog celelalte transformári considerate genereazá geo- 
metria conformă, afină, proiectivá, respectiv, topologia spaţiului X,. 


6. Aplicații, a) Dacă A, sint componentele unui vector covariant $i BIE componentele 
unui tensor contravariant, produsul A4B este un vector contravariant. 


Folosim formulele de transformare 


4 / ” 
Αἱ = Αι - , B'r* = ΒΡΕ E od 
r 
Ox" Ox! ϑαξ 
Avem 
a, θα: Ox'" δω: , ôx" δα” 
ALB''^ = AB Αμβ41δ4 = A,B'* 

δα. δα δεῖ Qzk δαξ 


adică legea de transformare a unui vector contravariant. 


b) Dacă Aj, B; sint tensori, produsul AT Bl este un invariant. 
Folosim formula de transformare a tensorului mixt 


δα: δα 


δα! δα" 


Avein 


Ox* δι᾽ δα δα” 


δα” Ox! δα x^ 


k n 
= ΑΒ. δδή = AB, 


ceea ce trebuia dovedit. 


c) Daoă A! este un tensor covariant arbitrar şi Bay un sistem de n? cantități pentru care, 
la o transformare generală ade variabile, produsul Αἰ Bj, este invariant, atunci By, sint 
componentele unui tensor covariant, 


Din ipotezá, 


ΑΒ. z5 AUB,,, A'f* us Α DIR SI 
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Atunci 


" j δα; ôx’! 
A | 5j, — By | = ο, 
Ox! — Ox! 


legea de transformare a tensorului covariant. 


d) Dacă A4; sint componentele unui tensor covariant arbitrar, By ale unui vector cova- 
riant arbitrar iar C^ un sistem de mărimi pentru care, la o iransformare de variabile 
să avem AC? = By, atunci C? sînt componentele unui vector contravariant. 


Din ipoteză 


"T azi δα) Mar a^ Pes , 
ra 77 A44 m os" y pm ση 1” AC” = B, 
Atunci 
θα! Ox! A θα” p 2 
ANC" = Αμο” = B} = B, = AguC , 

2: θα”. ĝa” θα”. δα”: 

δα! azi 

Ap —- { ο -α]-ο 
θα” θα” 


Considerăm parantezele ca necunoscute Xt; deoarece determinantul coeficienţilor 
θα” 


E 


ΞΕ 0, sistemul omogen în X î trebuie să aibă numai soluția banală, 


ci ES GE eg 


deci Cf este vector contravariant. 
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B. SPATIU CU CONEXIUNE AFINÁ 


1. Definiţie. Coefieientii conexiunii. a) În spațiul X,, notăm 
prin al, Z’, ... γα" coordonatele unui punct arbitrar P şi considerăm 
o transformare de coordonate 

Li) LET 9 
(1) uq. au... a). 


Diferentialele coordonatelor se schimbă atunci după formula 


(2) da = (ο da, 
δα” Ρ 

sau 

(3) X" = pix, 


notind da! = X* si prin gi derivatele parțiale calculate în P, deci 
constante, dacă transformarea (1) este dată iar P rămîne fix ; varia- 
bilă este numai direcţia de-a lungul căreia diferentiem. 

Relaţia (3) reprezintă astfel o centroafinitate de centru P. Cu 
ajutorul diferentialelor X* putem să ataşăm, prin urmare, unui punct 

i P un spaţiu euclidian Ep, in care o 
M " i transformare (1)induce o centroafini- 
M tate. 

Fiind dat un alt punct Q al spa- 
tiului X,, avem un alt spaţiu euclidi- 
an ἕο atașat acestui punct. Dacă 
spaţiul X, este oarecare, nu avem 
nici o legătură între spaţiile Ep, Ee. 
Spunem că spaţiul X, este cu cone- 
viune afină în punctul P, dacă putem 


: o A 
Ρ[0; aps să stabilim o corespondență afiná 
Χρ D între spaţiile Ep, Eo, oricare ar fi Q, 
Fig. 1 vecin de P. Dacá aceastá proprietate 


d are 100 in toate punctele P din X 

spunem că spaţiul întreg este cu conexiune  afiná si îl notăm A 
b) Fie X’ coordonatele atribuite spațilui euclidian Ε», de centru 
P, iar Yi coordonatele relativ la punctul Q (fig. 1). Realizăm o co- 
respondentá atină între spaţiile E, si Eo prin formule de forma 


(4) Y! = aj X’ 4 ot, 
a; şi ai fiind coeficienți ce depind de punctul Q, deoarece P este fixat, 
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Notăm prin Xi coordonatele lui Q, raportate la sistemul P. In- 
vers, coordonatele lui P în raport cu Q vor fi —X$. Presupunem οὔ, 
punctul Q este vecin lui P, deci X, sint cantităţi infinitezimale. 

Putem să determinăm uşor coeficienţii af, deoarece relațiile (4) 
trebuie să fie satisfăcute cînd M — P, adică X' -»0, Y'— — X$, 
deci ai = — Xi, cu aproximarea infinitilor mici de primul ordin. 

Coordonatele X? fiind infinitezimale, putem să dezvoltăm orice 
mărime α, depinzind de poziţia punctului Q, în serie, după puterile 
lui Xi, sub forma 


ας ΤΑ} ΕΤΣΙ + Pa ADI 4 2. 


T fiind coeficienţi, care nu depind de Q (ci de P, care a fost fixat), 
Neglijăm infiniții miei de ordin superior primului; deci 


(5) a =I + Γι). 
Punind pe αἱ sub forma (5), formulele (4) devin 
Y! = — Xi + (0j-FI$5XbX. | 
Aplicăm această formulă punctului Q; obţinem 
0 = — Xi + (Tj + Tdi), 


relație care trebuie să fie verificată, oricare ar fi X: anulăm ter- 
menii de ordinul intii (nu şi pe cei de ordinul al doilea, deoarece 
aceştia nu au fost serigi toti); avem T$ = 3j. Obtinem atunci for- 
mula 

(6) Y! = X’ — Xi rr. 


oprindu-ne la termeni infinitezimali de primul ordin. 

c) Cele n? cantităţi Lj, (pe care nu putem să le mai identificám 
prin eonsideratiile noastre) rămîn arbitrare ; l';, depind de punctul 
P si le numim coeficienţi de conexiune ai spaţiului A, în punctul P. 
Spaţiul cu conexiune afiná A, este dat, cînd sint cunoscute expresiile 

μα, 2, ..., 4"), funcţii de punctul arbitrar, P. Formulele (6) 
definesc o schimbare de coordonate a spaţiului 4,, cînd trecem de 
la punctul P la punctul vecin Q. Dacă T}, sînt toate nule, (6) se re- 
duce la o translație iar spaţiul este euclidian. 


21 


2. Formulele de transformare al ieienti 
e eoefieientilor conexiunii afi 
m Intr-un Spaţiu A, cu conexiune afină, avem ^ premier încă 
ntre spaţiile Fp, Eo ataşate la două puncte vecine P, Q, de forma 


(1) Y ο — xi CILE 
unde Y', Y: sint coordonate in E,, Eo, Xi sînt componentele vec- 


torului PQ iar Ti, coeficienţii de conexiune, caleulati in P 
Efectuüm o transformare de variabile 


(4) pi --- w (at, q?, dii a") 


şi notăm cu accente noile valori ; avem, analog cu (1) 


(3) Y"-24"—2X3) ος 


dar 


Deoarece Q este vecin cu P, dezvoltăm 


ΜΑ μάς în serie după Yi i or 
menii infinitezimali de primul ordin ; pe pă Xo, oprind ter- 


ntru o funcţie oarecare avem 


19) = AP) + (254. χε: 


deci 
δα" ox 2mti 

(5) er) -E MI. à 
da! Je (0w Jp t N Omaa |, Xe: 


b) Avem atunci din (3)—(5), suprimînd indicel 


caleulám toate derivatele parțiale numai în P, v AF h 


X" — Xi ΕΕ αχ χα yu 
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Termenii in X" — Xj si X! — Xj sint egali, din cauza primelor 
formule (4). Identificám restul termenilor infinitezimali de primul 
ordin : 


ti αλα ΧΦ -— ὅλα ΧΕ X1 
μμ ata 


Gai 
d ινε 
2, TX XS. 
b, 


În ultimul termen schimbăm notaţiile indicilor de sumare : 7 cu j, 
j cu r şi ţinem seama de (4). Avem 


| Qa't ϑω" 02g dxi 
i x ET As I Xx 
ur fer pu. i] " 
de unde 
825 „dar θα. ., dati 
(6) Tc Iu Εμ 


Old " Om! δα 


Aceasta este legea după care se transformă coeficienţii unei conexiuni 
afine, la o schimbare de variabile. 


3. Derivata eovariantá a unui vector. a) Fie V? nu vector contra- 
variant. Într-o schimbare de coordonate, avem 


Ἔ δα”ἳ 
(1) y" -y! ay 
diferentiem 
i δα" 32g" 
dV'* = qV/ —- -- V! ——— dai ; 
€ jw . dai i 


deci diferenfialele vectorilor nu au caracter tensorial. Eliminám de~ 
rivatele de ordinul al doilea prin formulele 


01a! p 0U θ᾽ δω” 
— —— 7 
0a! δαξ " Qm! Oa* i 


(3) 


θα 


după care se transformă coeficienţii conexiunii afine. Avem 


f 0a δω’; δα”. δα” 
^ — qy! —— κ r dat |, — T* Vida* 
«um δα’ + «( Qa ) ( δα | | YF agr á 
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dar 


deci 


θα” 


dV^ ΤΗΥ da'* = (dy* —Te yt dak) 3 
zt 


Prin urmare, expresiile 
(4) DV’ = αγ! —Tr&Vds* 


sînt componentele unui vector contravariant. Spunem că DV: sint 
diferentialele absolute ale componentelor vectorului Vi sau, mai scurt, 
că DP’ este diferentiala absolută a vectorului V*, iar 


(5) Vi == TV! 
σα 


este derivata covariantă a vectorului V’. 
b) In mod analog, plecăm de la un vector covariant V,: 


θα” 


6 Fey j 
(6) j D 


avem prin diferentiere 


Q aq! 2i 
ay, = ay, ^97 4. y, De 


zi Dai θα 


da*. 


Eliminám de asemenea derivatele de ordinul al doilea din (3) 


ti Δ mtr “8 ră 
av, = av; £ v (rs m s ope a, 
LX 


0a! θα 
, δα” περ OD ; y 
dV, = dV; ii a + TV; TIE dz : —TA4V, da” ; 
dai da 
sau 


dV, -- T,T', ἀφ" = (dV, + TV! da”) der 
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Deci expresiile 


sint componentele unui vector covariant. Spunem că DV, este dife- 
rentiala absolută a vectorului covariant V,, iar 


: ôv 
(8) Via EN. ΤΗΥ, 


este derivata lui covariantá. 


4. Diferentiala absolutá a unui tensor. Diferentiala absolutá a 
unui vector contravariant V: sau covariant V, este datá de 


(1) DY: = αγ! — T} Vida, DV, = dV, - I'4,V, da*, 
expresii care au caracter tensorial. Putem să extindem procedeul 
pentru orice tensor. 
Fie, de exemplu, tensorul Af. Atunci forma 
2) 9 = A U,V, W" 


este invariantă, U, V, W sînt vectori, a căror natură este indicată 
de poziția indicilor. Avém prin diferențiere 


dọ = d A U,V,W* + Ait (QU,V,W* T U,dV,W* +U: V; AW") 
şi conform formulelor (1) 
do = dA} U,V, W" + ASV,W*(DU, — I$; U,da?) + 
+ APU,W'*(DV, —T9V, da?) + 
+ APUV ADW" + Γρ)" da) 


(3) do = DA? U, V,W* + Aj D UV Wr F 
+ A U,DV, W* + Ai U, V,DW*, 
unde am pus 


(4) DAY — AAY + (Tip —Tts AP — Tipe) da? 


-dọ este o expresie invariantá iar U;, V, W*, DU, DV, DW* sint 
vectori ; deci şi primul termen din expresia finală (3) a lui de este un 
invariant, oricare ar fi U;, Vj, W*, adică DAY este un tensor de or- 
dinul al treilea, pe care îl numim diferenţiala absolută a tensorului 
Aj. În mod corespunzător, derivata lui covariantá este 


" “i 948 ; ὃς A 
(5) Ap = Tuve AT% — AY Th — AT, 
θα 
După aceeași regulă putem să obţinem diferenţiala absolută sau 
derivata covariantă a oricărui tensor. 


5. Paralelism. Curbe autoparalele. a) Spunem că vectorul V? 
a fost transportat prin paralelism din punctul P în punctul vecin Q, 
dacă diferenţiala lui absolută este nulă : 


(1) DV* = dV! —r$&V!da* = 0, 

da* fiind părţile principale ale componentelor deplasării infinitezi- 
male PQ. Dacă spaţiul este euclidian, raportat la coordonate earte- 
ziene, 13, = 0 în toate punctele, diferenţiala absolută coincide cu 


diferenţiala obișnuită, deci V* rămîne constant, ceea ce corespunde 
paralelismului euclidian. Deci prin paralelism, 


(2) dV = hV’ da”. 
b) Dacă presupunem coordonatele zi funetii de un parametru t: 
(3) a! = a(t), 


punctul P descrie o curbă ο. Fie V’ un vector contravariant atașat 
lui P. Cînd punetul P descrie curba e, vectorul mobil 


dV: '! da* 

4 — PV! —— 
(4) 5 ip 
este numit vectorul derivat al lui V* de-a lungul curbei c. 

Vectorul Vi(t) aplicat punctului P, care corespunde parametrului 
t pe curba c (fig. 2) se transportă deci prin paralelism în punctul 
vecin Q, corespunzător valorii ? + A! a parametrului, dacă pentru 
vectorul 


V'* = νι + At) = γή) + AVU), 
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aplicat în Q, este îndeplinită condiţia 


ia AP Cama o du 
Ar At dt ? sii 


c) Spunem cá o curbă este autoparalelá, dacă vectorul ei tangent 
se transportá prin paralelism. Luind in formula (4), ca vector V‘ 


? 
vectorul tangent, de componente sz , trebuie să avem relațiile 


2 yi j 
i dat Qm dat 

de dt dt γ΄ 
Spaţiul A, fiind dat, deci Ti, fiind cunoscute 
in fiecare punct al spaţiului, (5) sint ecu- 
atiile diferențiale ale curbelor autoparalele. 
n cazul spaţiului euclidian, raportat la coor- 
donate carteziene, 


dez’ 
dt? 


T$ -- 0, 


-0, a! =at +b, 


Fig. 2 


πι "ids autoparalele ale spatiului euclidian sint dreptele spa- 


6. Torsiune in A,. Fie dat punctul P(2*)si punctul vecin Q(a* --da* 
dai fiind părţile principale ale componentelor tera par 
tezimale PQ; fie Κ(α' --3a') un alt punct vecin lui P, notind 
prin δὰ părţile principale ale deplasării PR (fig. 3). Transportám 
prin paralelism vectorul PR de-a lungul lui PQ in QS şi vectorul 
PQ de-a lungul lui PR in RT ; obtinem 


S [2* + dai --à(a* + da*)], R T 

TIa --3a* + d(a? --32*)]. 4 
Din formula de paralelism | 
(1) dV: TV: da*, 


punind V’ = δα', componentele vectorului P 
PR, avem - 
ἀδαί = Ti, vida" 


şi analog, 
8 da! —TI'5,da!óx* —T,8a? da. 


Componentele vectorului S T sint deci 
(2) Aat = dòz? — è dat = (I5; —TI'1,)927,da*. 


În cazul spațiului euclidian, I4, = 0, Adi = 0, deci punctele S si 
T coincid. Această proprietate are loc şi în cazul unei conexiuni 
simetrice 


(3) I == Ti. 


Spunem atunci că PQRES este un paralelogram infinitezimal. 

În general, ST este un infinit mic de acelaşi ordin cu δα! dat, 
deci de al doilea ordin. Deoarece Azi, δα, da* sînt vectori contra- 
varianti, rezultă din (2), că 


(4) Tia =T} — Ti 


sint componentele unui tensor de ordinul al treilea. Spunem că T5, 
este tensorul de torsiune al spaţiului A,. 


7. Curbură in 4,. a) Fie P(zi) un punct al spaţiului A, iar Q şi 
R puncte vecine, vectorii PQ si PR avînd componentele dz, res- 
pectiv δα' (fig. 4). Transportám prin paralelism vectorul PR în 
QS de-a lungul lui PQ si vectorul PQ în RT de-a lungul lui PR. 
Presupunem că V’ este un vector 
^ contravariant aplicat în punetul P şi 
, să-l transportám prin paralelism de-a: 
di lungul  pentagonului  infinitezimal 
7 PQSTRP, sau, ceea ce este acelasi 
ὁ lucru, să-l deplasám pînă în S, pe de 
o parte pe drumul PQS, pe de altă 
parte, pe drumul PRTS. În punctul 
Q, vectorul V’ devineV* αγ, iar in S, 
Q i Vi -- dV? 4 (V? +’) = 
Fig. 4 (Ὦ —y* + αγ δγ! + δ αγ, 


În punctul R, vectorul V’ devine V*-L-3V*, iar in am 
(2) V 3V* + AV’ --3V*) =V αγ. E 3V* t ABT, 


Notám cu ΔΡ’ variațiile componentelor vectorului Vi, de-a lungul 
drumului TS; deoarece 


(3) Azi -- δᾶαί — ἃδαί 


sint componentele deplasării TS, atunci in transportul prin parale- 
lism al vectorului V’ de-a lungul acestui drum 


(4) AV* —D5,V! Ag. 

b) Diferența dintre valorile componentelor vectorului V4 În 
punctul δ, transportat prin paralelism de-a lungul drumului PQS 
și valorile componentelor aceluiași vector, transportat prin parale- 
lism de-a lungul drumului PRTS este deci 
(5) ΦΥ’ —8dV' — ἀδγ' — ΔΥ'. 

Dar în transportul prin paralelism, 
(6) dV: =T}, V? da, δγ' --Γἠν Ρ/δαΐ; 
deci 


aT, ... : i pi 
δαγ! = τρ V? da*32! -T3,8V* dat ri Vida = 


AT! 
= dur V! do* 32! -- T5 T5, Vida da* 4 Ti, Vida. 


Schimbám simbolurile de diferentiere d şi ὃ între ele: 


ue 
dày: = e» Vida da! --Ti, T$, V? da?! àa* -- Ti, V dsa" = 
ὤ 


oTi .., : 
xc A γ/δω" da +, Vi dotsa ri V? δω”, 
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Deci 
(7) ΔάΥ΄ — ἄδγ' = I$, V! datat 4-T$, V/Az^, 


unde 

oI* r$, 
8 Dh. mee f. 
(8) πε gy Oak 


TDI Τε Tje. 


Rezultă că, transportat prin paralelism de-a lungul unui circuit 
infinitezimal închis, vectorul V* suferă variaţia 


(9) ΦΥ’ =T V’ da*3s! ; 


ΦΥ", Vi, da*, δα’ fiind vectori, rezultă că Ti, sint componentele 
unui tensor. Spunem că Tý, este tensorul de curbură al spaţiului A,. 

Dacă T, este nul în punctul P, mărimea vectorului V* in punetul 
S este aceeaşi, fie că ne-am deplasa pe drumul PQS, fie pe drumul 
P RTS. Dacă Liu sint nule în toate punctele, spaţiul este fără curbură. 
În acest caz, transportul prin paralelism nu depinde de drumul 
urmat. 

Spațiul euclidian este un spaţiu fără curbură si fără torsiune. 


8. Aplicaţii. a) Din formulele de transformare ale coeficienţilor conexiunii afine să 
se deducă caracterul tensorial al torsiunii. 


Avem în Ap. la o transformare de coordonate 


Qaa! , 8E da" θα’ 
ai Ε τε x Týr 
ϑαὐϑαξ δα ðr δα” 
Schimbám indicii j şi k între ei: 
925! , 95^ ga x ðr” 
S iud hos - D$ 
Ox* oxi δα δα) θα 


Derivatele parțiale sint permutabile; în primul termen din partea a doua schimbăm 
indicii r si s intre ei: 
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Seăzind prima relaţie, obținem 


: .  Ox'' δω” ðr"? 
vi pri 2 pr T 
a T$ sr) "m a* a ik T) nm 
san 
TJ αρ 9.5 aa Tt θα’ 
" Qu! Qak "e 


b) Să se verifice direct că dacă în Ay transportul paralel este independent de drum, 
spațiul este fără curbură. 


Dacă vectorul contravariant V! se transportă prin paralelism, 
ovi 


az 


= rV; 


avem un sistem de ecuații cu derivate parțiale a cărui soluție nu depinde de curba de-a lun- 
gul căreia se transportă vectorul ; sistemul este complet integrabil, adică sint satisfăcute 
condițiile de integrabilitate 


ὃ ðv! ὃ ovi 
δαὶ δα ϑαξ Qa! 


9 TON 9 
F3 aa né v 
qe t EDT 


δαὶ ^ 

2i api 78 
9rj, T i QV Z γῇ Vi + τε, γ 
θα dal θαξ « x 


ținem seama din nou de ecuaţiile sistemului inițial : 


m TN: DES 
πο ο νι» πλω 


Aceste relaţii sint satisfăcute oricare ar fi vectorul V2, de unde rezultă 


arn, ο ; : 
Tin = P x ms FID — EI, = 0. 


c) Considerăm conexiunea afind A4, ai cărei coeficienţi, tntr-un sistem de coordonate 
+, y, sint dați de 


ο 1 ὁ 1 
(1) T$, = Th = Τὸ E 1 Th T A 


y y 
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iar restul sini nuli. 


1. Să se calculeze curbura si torsiunea. 
2. Să se determine liniile autoparalele. 


Efectuám transformarea 


(2) 


1 
ü= υ--α, 
y 


3. Să se calculeze noii coeficienţi ai conexiunii. 


4. Să se verifice caracterul tensorial al diferenţialei absolute a unui vector. 
; 4 αι. n i A ; x 
1. Conexiunea este simetrică : Γ]κ Τμ, deci torsiunea este nulă. 


Pentru tensorul de curbură folosim formula 


singurele valori nenule sînt 
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OI, TN T 1 
Th = — + ITE — I5là--—-—: 
ôy p 
(3) 
or es "T 1 
D me = + Trh — Tula = — xim 
ôy y 
2. Ecuațiile liniilor autoparalele 
αδαί , dx dak 
= I}; — — 
dr? a di 
devin 
dx 2 de dy dày 1 (ἀσλλ 1 (dy 
(4) τά. - Excmi Pong gio 
di? y dt dt di? y καί y καὶ 
Din prima ecuaţie obţinem 
dz 
(5) — = Gy. 
dt 
Eliminăm pe /; avem 
dy dy dz dy 
πη du Ῥ 
αί dz dt dz 
d; d? yy 
Oy = Cy y Xx 262? EX pue 
di? dz? dz 


^ doua ecuație (4) devine 


pe care o integrăm seriind-o succesiv i 


d ( dy) 
-[ν-]τι-ο 
dz dz 


΄ 


(6) (x — a}? - 


1 b fiind constante ; deci liniile autoparalele sint cercuri cu centrul pe axa Oz. 
2. Folosim formulele de transformare ale coeficienţilor conexiunii 


giai n δω 
ΕΟ αλ 


θαθαξΐ (02! 


Holul variabilelor fiind simetric, putem să le scriem sub forma inversă 


θα” 


ϑαξ 


κ 
j 


9x! δα θα 
κ RT. όν 
4 rs f 
üx'iga'* 951 Oak 
T Db uon öx 
rezolvăm în raport cu coeficienții noi, inmultind cu — 
σα” 
" θα δα δε 9a'* 
"73 Vj 1 
(7) ljk ly dq d d nri am 
θα’ δα gat Ox? 


sl= r τὸ = Jy, pi 
si din transformarea (2) 
θα θα Oy 1 
—-—0 —-14 ---------, 
ĝu θυ θα u2 
Avem 
"NEC NE 
γῇ -- το δι’ t m 
11 rs v t 
ðu Ou Ox 
3 — c. 1787 


gx’ 


E Ἔ-. 
θα 


; ave 


m 
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trebuie să luăm r = 2, s = 2,1 = 2, p = 2; atunci 
i 
TER... 
(8) Σπ = — se 
u 


Analog obtinem 
(9) D= m N= renani 


$i restul sînt nuli. 
4. Diferentiala absolută a vectorului contravariant Αἱ este 


DA‘ = dAf — Tf, A! da¥ ; 


deci 


1 
DA! = dA! — Γ1,Α1 dy — TÀ,A2 dz = dA! — — (Al dy + A?dz), 


y 


, ; 1 
DA? = dA? — 'hA! dz — Y2,A3 dy = dA! + — (Ada — A? dy) 


y 
După transformarea (2), proiecţiile vectorului devin 
ară 
Ai = Al m , 
θα 
adică 
ĝu ðu θυ 
A" = Al — = A? — = μ1Α3 AU" 4 Αἱ 
δα ðy zi 


Scriem diferenliala absolută după transformare 


DA”! = dA'* — TAA" da'*, 


adică 
DA^ = dA" — ΓΙΑ du — ΤΑ’ dv = 
1 
= d(— u? A?) — — (— u? A2 )du — u? Al dv = 
u 
= — u? dA? + uA? du — u? Al dv; 
34 


inlocuind pe u, v in raport cu c si y, 


; 1 d e APTAM dr e 
DA'I = — — dA? + — A?dy — — Al dr = — — ΠΑΣ 
9 a 3 a 
y* y y y 
Analog 
DA’? = dA’? — ΓΣΑ 14υ — T} A'2du = 
1 1 : 
= dA! + — (— nA?) dp + — A! du = DAL 
u u 
aa 
În adevăr DA” = — DA?; agică 
ax! 
du 1 ` ! ὂν 
DA’! = — pA? = -- ΓΑΣ, DA'? = — DAL = DA? 
du y? δα 


C. SPATIU RIEMANNIAN 


1. Lungime. Unghi. a) Spunem cá un spaţiu X, este riemannian 
şi il notăm cu V,, dacă partea principală a distanţei dintre două, 
puncte vecine este dată de formula, 


1) ds? — a, daz! dz/, (ἡ j, — 1, 2, ..., n) 
i 


unde a, sint componentele unui tensor covariant de ordinul al doilea, 
simetrie 


(2) αι — αμ. 


Forma ds?, invariantá la o transformare de coordonate este presu- 
pusă nesingulară : 


(3) αΞ]αμ] 20 
şi definită pozitiv. 


b) Spaţiul riemannian este complet determinat de tensorul sime- 
tric αμ pe care îl numim fundamental. Cu ajutorul lui putem să ex- 
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primám unele noţiuni cu caracter metric. Astfel, X* fiind componen- 
tele unui vector contravariant, expresia 


(4) X? —aXX! 


este un invariant. Spunem cá X este lungimea vectorului Χ'. 
Mai general, pentru doi vectori contravarianti X', Yi, expresia 


(5) AE ear" 


este un invariant. Spunem cá X : Y este produsul scalar al vectorilor 
X', Y' în sensul metricii (1). În particular expresia, 


x a; da 8a 
(6) COS U = — 
Va, dai da Va, dai δα’ 


este invariantá. Spunem că u este unghiul direcțiilor d si 3, iar vec- 
torii sint ortogonali, dacă 


(7) X-Y = αμΧ:Υ’ — 0, 


c) Fie X' componentele contravariante ale unui vector Eq 
atunci expresiile 


(8) X τον 
sint componentele unui vector covariant ; spunem cá sint componen- 
tele covariante ale aceluiaşi vector XY. Fie și a^ minorii normaţi ai 


elementelor α,, in determinantul a — [αμ], deci 

(9) aaa — δ. 

Putem să inversăm atunci relaţia (8) sub forma 

(10) X* amm, 

adică să exprimăm componentele contravariante 4', când sint cu- 
noscute componentele covariante. Putem să seriem atunci produsul 
scalar sub forma 


(11) XY = XY = x*v, 
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^. Simbolurile Christoffel. Identitátile Rieci.3) Cu ajutorul ten- 
norului metrie a; al unui spaţiu riemannian V,, formám expresiile 


(1) (ijk) = I 


pa 


dai dau θαι, 
k= Er =a 


pe care le numim simbolurile Christoffel de prima speță ale metricii 
πμ. Simbolurile Christoffel de a doua speță sînt definite prin 


(2) |, ) e a" (ik), 
1t 9 


a^ fiind minorii normaţi ai elementelor a, în a = la, |. Din defi- 
nitie rezultă că 
- ἂν l l 
(3) (m = do, [ )-(, 
ὁ j j i 
Avem si invers, 
= l 
(4) (jk) = anf. „| 
i j 


deoarece 
zl ) = aya" (ijh) = ijh) = (ijk). 
i | 
b) Avem identitățile Ricci 
θαι 8 8 
(5) — = au | ΤΝ ( / 
0a* j di "Wk 
În adevăr 


(ἃς; 8 . 
ui d = (jki ikj) = 
a φ „ta |; |) (jki) + (10) 


] o pi (2 "E 


Um θαι) " 
2 | ϑω θα θα 


δα’ 
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3. Curbura unui spaţiu V,. a) Asociem unui spaţiu RiemannV, 
o conexiune afină, luînd coeficienţii de conexiune egali cu simbolu- 
rile Christoffel de a doua speţă, cu semn schimbat: 


" ΝΟ 


Un astfel de spaţiu este simetric, 

(2) Phe = T. 

deci fără torsiune 

(3) Tj, = Tis --ΓΉ = 0. 


Din identitățile Ricci rezultă lema Ricci: derivata covariantá 
a lensorului fundamental este nulă : 


(4) fud Ó. 
În adevăr 


day | + ` 
σι E" F os Liz "Γαι. ἐν = 


θα i k ΤΝ 


b) Tensorul de curbură al unui spaţiu cu conexiune afină 


= Th T8 


K Tat PTT Γι 


devine, ţinind seama de (1), 


af. kr, T wards 
e mo ης] 


Expresiile Ej, sint simbolurile Riemann de a doua speţă ale spațiu- 
lui considerat. Componentele covariante ale acestui tensor 


(7) Rage = ari Riu 
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"nt simbolurile Riemann de prima speţă. 
Tensorul contractat 


(^) Ry = Riu 
ökle numit tensorul Ricci. Invariantul 
(9) R = a? Ry 
este invariantul lui Ricci. 
^. Geodezicele spaţiului V,. a) Spaţiului Riemann, de metrică 
(1) ds? = a, dai da, 


Lam asociat o conexiune afiná, de coeficienţi 


- D 
(2) Desi. J 


| cil fiind simbolurile Christoffel de a doua speţă. 
) Κα 


Curbele autoparalele ale spaţiului A, cu conexiune afină sint 
date de 


In cazul spaţiului riemannian, ele devin 


d? i ) da? da* 
(3) + = 


di? jj kj dt αἱ 
cu aceleași proprietăți geometrice, din A,. În V, ele se bucură de o 
proprietate nouă: Liniile autoparalele ale unui spatiu riemannian 
sînt geodezicele spaţiului. 

b) În adevăr fie 


(4) a* — a(t) 
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ecuațiile unei curbe in V,. Lungimea unui are de curbă este 


(5) Pe Ü VI dt, 


h 
unde 
: da* da? : a 
(6) L = ay —— = au, 22, ..., La) dial, 
dt dt 


notind prin puncte derivarea in raport cu í. 
Curba este geodezicá, dacă lungimea ei este minimă. Din caleulul 
variațiilor ştim cá 


fa 
1 T HW. y n2 
| AD α’,....-; dA, ὦ, 
fh 


este un extremum, dacá 


"m 
ZW ανν 
di 0a* θα | 
a ôL OL o. 


di δά! θα 


ο) Avem în cazul nostru 


ðL 2n -— ; - E 
rr € 0449149) + αμ δὲ = Ait + aua! = Δαιχῶ'; 
99 
deci 
-o ο Oli say du sit 
2a κῶ" + Et uer mb ------ σα ex. 
dai! θα dak 


Tinind seama de simbolurile Christoffel 


E 


2 
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rezultàá 


Gg! + (Ἰώ ὦ! = 0. 


Inmulțim eu a^ si sumám în raport cu k; obţinem 


d! + ( l aig) = 0 
ij 


formulele (3). 


Aplieatii. a) Considerăm metrica 


daz? + dy? 
ds? = —— 
9. 2 


Ts = gs 


|, Să se calculeze simbolurile Christoffel. 
2, Să se verifice identitátite Ricci. 


| 


3, Si se calculeze curbura riemanniană. 
locum 


m 


Pentru simbolurile Christoffel de prima speță avem formulele 


1 θα, Qd. Oa, 
(ijk) = — i M TENE) M x31 


Qa θα 


1 θαμ x 
E em Ls NS 
2 δα (x2 + ῃϑγ2 
1 θα θα y 
ο ων —T2.—34 ele di e i 
2 θα dy (x2 + g22 
1 Φα y 
(21) παρω u.s om o, 
2 0y (a2 + y2)2 
(199) — n μμ 
ο θα (α3 m y2)? 
1 Όσιο θα x 
(221) = — [ 2 d^ =) — ᾿ 
2 ὂυ Φε ax» + 22 
1 θα y 
(292). οκ ο ο - 
2 Oy (a2 + μα 
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Diseriminantul formei (1) este 


ια 1 i 
Di. ο NM 
e 
[ago ο os 
deci 
" T minor dj 22 2 2 99 3 
(3) i e cd Ep νο - α ευ =”, a = 0. 
a a 


l 
Calculăm simbolurile Christoffel de a doua speţă, cu formula | | = - att jkl). Avem 
jk 


f 1 x ΠΝ y 
= (111) = — Sei τᾷ | = ali(121) = — ————— 
i ἡ x? y? TES x4. y 


2, Identităţile Ricci 


devin 


$i analoagele, simetrice, verificate imediat, cu formulele calculate precedent. 
3. Avem pentru curburá 
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Valori distincte sint 


(αἳ Ramo stp? 


nm 
E———- 
(22 yn 


analog Raza = 0. 


Rezultă că metrica (1) este euclidiană, ceea ce verificim direct prin substituţia 
= e" cos o, y = e" sin v. 
b) Să se determine liniile geodezice ale metricii 
a 
da? + dy“ 
pere 
y“ 
Avem 
; ος 9 
dj, = dag = — . 0,454 0, aH = a??? = y?, aP -- 0, 


Obtinem simbolurile Christoffel de prima speţă 


1 1 
(6) 12]- —, (121) = (211) 5- — ---, (222) = — 


si restul nule ; iar simbolurile de speța a doua 


1 | 1 1 2 1 2 1 
(7) es ειν fi = —, = — 
1 2 x1 y 1 1 gt 3 y 


a [i 
sj restul nule. Luind I" S ee UT. obținem un spaţiu [cu conexiune afină, tratat 
J 


într-un exemplu precedent. Deci geodezicele, curbe autoparalele ale spațiului prece- 
dent sînt cercuri cu centrul pe axa Oz. 
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c) Considerăm metrica 
(8) ds? = do? + o? d02. 


Sá se determine geodezicele. 
Avem o metrică de forma 


ds? = a, dai dx, 


«βρε d es za 
unde E ps 5s 0, αι —1, dig = a — 0, a 
prima spetá 


22 = Q^. Simbolurile Christoffel de 


2 
devin (122) — o, (221) — — p. şi restul nule. Avem 
a = TA == o2; 


minorii normati sint 


te 


qM 1, al =al = 0, αἳ 


Pentru simbolurile Christoffel de a doua speță 


l 
= a!*(i jk) 
£g 
avem 


o ο S E 
1 2 2 4 o 122 i 


şi restul nule. 
Ecuațiile geodezicelor 


l iX dz? dak 
m L —— ------- = () 
di? j εἰ at αἱ 


devin in cazul nostru 


dêg? 5 dz? dal [9 dal dz? 
" --ᾱ- edd ας 
d. QAM 
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(10) p" — g0'2 — 0, 0" --— p'0' — 0. 
e 


scriem a doua ecuaţie sub forma 


8” ρ΄ 
--- + 3--- --0, In 0' -- 21n p = const, 
9 e 
leci θ΄ = — . Înlocuind în prima ecuație, avem 
p? 
ka 
re -- — --θ 
c3 
Inmultim cu p’: 
r e o!2 1 k? C 
p'ep” NT k2 νε 0 i: d eol aa -ᾱ 
o? 2 2 p 2 
’ 
p 
Sen Co? — && = ca — h), 
γ ορ -- κὲ 
SICURA k2 
(11) γ3 | 
Revenim la 
πως. 
e? C*(t — 19A 4 18 
deci 
t — le 
(12) 0 = arctg —— + M 


k 


Avem deci soluţia (11), (12), Eliminind pe £, obținem 
(13) ο ον 


Dealtfel, (8) este metrica planului euclidian, raportat la coordonate polare iar (13) 
sint ecuaţiile dreptelor in coordonate polare. 

Calculind curbura spaţiului cu formulele (9), verificám că toate simbolurile Riemann 
sint nule. 
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D. CONGRUENTE 


i. Formă canonică. a) Numim congruentá de curbe a spaţiului 
X,, ο familie de curbe, care are proprietatea că prin fiecare punct 
al spaţiului trece cite o curbă a familiei. 

Fie P(z!, a, ..., à") un punct în X, şi vectorul a(a!, a?, ..., a^). 
Dacă Ω(ω' + dai) este un punct situat pe o curbă a congruenței, 
vecin de P, iar a! este vectorul tangent in P, atunci 


dz! da? dg” 


al a? a 


(1) 
Ecuațiile (1) determină o familie de curbe, depinzind de n — 1 para- 
metri 


(2) Τα, 2, eang ο”) — 0%, (a = 1, 2, ..., n — 1); 


C* sint constante, pe care le determinăm prin condiția ca prin punc- 
tul P să treacă o curbă (2). Deci (1) sînt ecuațiile diferențiale ale unei 
eongruente de curbe. Componentele αἱ sint parametrii congruentei. 
Ὁ congruență este cunoscută odată cu parametrii ei, ai. 

b) Într-o schimbare arbitrară de coordonate 


: ο. mI ο yn Sf μα € 
(3) qe us W^ vou d), 0-1. δν ες), 
avem 
; δα” : oz" 
dz = —— d4’, e" ————a; 
Qa θα” 
- i day... 0 ον 
cide ampliticind in (1) fiecare raport —— prin si adunind numá- 
? 7 ἢ 
a? P 
Cw" $5 "s A i agt 
rătorii între ei si numitorii între ei, obținem rapoartele ——(i=1, 
a i 
2, ...,^) egale cu (1); adică, în noile coordonate, avem 
da! da? dg” 
(4) m EX la Einen. 
a g? a” 


Congruenta este, evident, aceeasi, dar ecuatia ei este formal, diferită. 
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c) Presupunem cá in (1) efectuám chiar transformarea 


(5) yy yt ας ο) ded Xx. 48-4) 


[' fiind date de (2), iar α'" ráminind arbitrar. În acest caz, ecuaţiile 
Iransformate (4) devin 


(6) Das e tea ET 


Deci putem să aducem o congruentá de curbe la forma canonică 


(7) gh e 


) s («12,...4"9-— 1), 


care are ea imagine familia de drepte paralele cu axa a^, într-un 
spațiu E, asociat. 

Ecuațiile (6) arată de asemenea că printr-o transformare conve- 
nabilá de coordonate, putem să reducem un vector contravariant ai 
la forma canonică 


(5) (05.10, 1 com 08 11). 
2. Operatori asoeiati eongruentelor. Paranteza Poisson. Unei con- 


gruenţe, deci unui vector contravariant di, putem să-i asociem opera- 
torul invariant 
of 


(1) A(f) — at, 
θα" 


fixi, ὦ’,.... 9") fiind o funcţie arbitrară, sau, pe scurt, 
Q 


1’ A = qi — 
q) δαν 


Fie ai, b' doi vectori contravarianţi. Ei determină două con- 
gruente independente, dacă ai, bt sint ei înşişi vectori independenți. 
Fie B operatorul definit de congurenta b, 

y 


B(f) - 5 


Aplicăm operatorului B operatorul A : 


3 i 5 aa 
A(B) = a! ML (v d = aj κ ήν d i e. ri . 
dai dai δα” Oa! dada 
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Combinăm cu operatorul B(A) εἰ obţinem un nou operator linear 


(2) (A B) πο A(B) ^ B(A) μας (o — b ES f 
δω [θα 


pe care il numim parantezá Poisson. Operatorii 4, B fiind invarianti, 
paranteza (4 B) este de asemenea un invariant; deoarece uy sint 
a 


componentele unui vector covariant, rezultă că 


i i 
(3) οἱ κο d ών p da 
θα! θα’ 


sint componentele unui vector contravariant. Deci expresia (AB) 
este de forma (1), adicá un nou operator. Paranteza Poisson atasazá 
astfel celor douá congruente a, b o altá congruentá ο, de parametri (3). 


tabili : 
(4) A(B) — B(A). 


Dacă paranteza (AB) este linear dependentă de operatorii A, B, 
spunem că sistemul de operatori A, B este complet. 


3. Sistem de eongruenfe. a) Considerăm în spaţiul AX, n con- 
gruente independente 5 


dz! da? dg” 
(1) ——— = c = ^ 


μὲ μᾷ μα 


: (06 — 1, 2, ... m), 


unde μὲ sint n vectori contravarianti dati (iar a un simplu indice de 


numárátoare) Prin fiecare punct P trec n curbe, cite una din fie- 
care congruentá. Congruentele fiind independente, determinantul 


u= [ut] x 0. 


Fie àf minorii normati ai elementelor μα din determinantul us 
atunci 5 


394,4 —— δν sa, i . . λα 
Aia = δὲ, At Ub 595, 


deci ^; sint componentele a n vectori covarianți ; cu ajutorul lor 
putem să construim n forme diferenţiale, lineare (forme Pfaff): 


(3) ds? = X dai, A 


Dacă c sînt toţi nuli, spunem cá operatorii A si B sint permu- 


rezolvind invers, 
dai = u! de. 


em că s^ sint arce pe congruențele (1), μὲ sint parametri 
mentele congruenfelor. Pentru o anumită curbă a congruenfei, 
e ds^ sint nule, afară de una, fie chiar ds^, cu a fix. Atunci ds* 
ste chiar valoarea comună a rapoartelor (1). 
Cele n congruenţe care trec printr-un punct P formează un sis- 
(em de congruente, care generalizează un sistem de axe de coordonate. 
κ ti 
b) Prin formulele (3) trecem de la vectorul contravariant da 
(in coordonate), ia vectorul contravariant ds* (în congruenţe). În 
general, fiind dat un vector contravariant V‘ (în coordonate), mă- 
rimile 


(5) υ΄ MV! 


sint proiecțiile lui pe congruentele (1). Ínmultind cu μα Şi sumind 
in raport eu a, tinind seama de (2), obținem formula inversă 


A îi e 
(61 V = Ut . 


Fie acum f(z!, 22, ..., 4^) o funcție arbitrară; prin substituțiile 
(4) ea devine o funcţie de si, s?, ... , 3”; avem 


ds Px Os" "δω 


— 
-J 
κ 


Mai general, dacá V, este un vector covariant (in coordonate), spu- 
nem cá 


PT dc 
(8) à "Üa = μα} i 
sint proiecţiile vectorului pe congruente. Rezultă si formula inversă | 
(9) Vi = Ai Us. 


În cazul cel mai general, proiecţiile pe congruente ale unui tensor . 
Vi? sînt, prin definiție, date de 


ᾱ--."ᾳ 1 
$,0,...85 ph. ipod) de λ΄» j ἐξ uit 
(10) Όρος. = VARIAN, Na eee Mpb aba. e e μᾶς. 
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4. Sistem de operatori. a) Dacă s" sint arcele, ui parametrii si 
A momentele unui sistem de congruente independente (i = 1, 2, ... 
ες 0 — 1, 2, ..., n) avem relaţiile 


(1) $us — δἰ, X ui δὲ, 
(2) ds = Naz, 
(3) FO - dida; 


ds^ (a — 1, 2, ..., n ) sint n forme diferenţiale de primul ordin, nu- 
mite forme Pfaff, in da, date de (2) iar (3) sint formele Pfaff in- 
versate. 

Cu ajutorul veetorilor contravarianti μα introducem operatorii 


XT) == gb -———— =- 4 
θα" dat Qs? sa 
deci 
9 ð 
7 i 
(4) X. = µα —. Ξ-----. 
Qa? ðs“ 


paarantezele sistemului celor n operatori X, sint deci 


05 9} 
ð ðs 


5 POP MA 
is à; ) ðs% 9s" 


derivatele de ordinul al doilea, in variabilele s^ nu sint in general 
simetrice, deoarece s^ sint definite prin expresii diferențiale nu tot- 
deauna integrabile, adică s* sint variabile neolonome. 

b) Operatorii X, fiind independenţi si anume, numărul maxim 
de operatori independenţi, putem să exprimăm linear orice alt 
operator, de aceeaşi formá, cu ajutorul lor. De exemplu, parante- 
zele, care sînt tot operatori de forma (4), sînt combinaţii lineare de 
aceşti operatori : 


(6) (Σι ἄν) = wt, αι 
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io? fiind coeficienţi pe care ii determinăm din (4), eu formula cunos- 
eutà a parantezei; anume 


AM cou ; Qui 9 à ui Jui o 
X.) --[ῳ i ee pd ο) i pi : 


A Men - y P. T 
NE n 02) } Oa! os? Os 945 
Deci 
; " Ou — Ou Y., 
(1) Whe = aaa o κακία, A; é 
0s* as? 


5. Identitátile Jacobi şi identitățile fundamentale în calculul con- 
gruentelor. a) Considerăm operatorii 


; 9 
îi ph πα: 
Qs? ðs” 955 


corespunzători la trei congruente dintr-un sistem. Formăm paran- 
veZa 


(CAB) = [C(AB)] = 6(4 B) — (AB)O = 


0 [ 9? 05 ( 9? 9? Ó 
0s? 0st 055 Qs? üs'üs* ] əs 


Os" | 0s^ 0s? 


Notàm 
99 
(2) abc ΞΞ -------------- " 
ας. 0s5%0s%0s* 
Atunci 
(3) (CA B) — (cab) — (cba) — (abc) + (bac). 


Prin permutarea indicilor, rezultă identitatea Jacobi 


(4) (ABC) + (BOA) + (CAB) = 0. 


ŞI 


d l ΗΕ ; 9 
b) Avem pe de altă parte, revenind la notația X,— —— , 
985 
ὂ 0? 0? 
(5) (XX) = We — = REIS ew a 
0s^ — Os"0s* Oae 
Deci 
νο ð 6) à { ὃ 
4.1.1} — out) ate [> 
asi ðs? 955 | 98) 
Ow» 9 asa dwf, O 9 
RF (Xa Χα) = —À — Fe la —. 
0s? Os 0s" Qs" 0s! 


Ín ultimul termen, schimbám indicii de sumare a şi f între ei; per- 
mutăm literele 5, c, d între ele si folosim identitatea Poisson 


(X,X,X,.) + (XX X4) + (X X4X,) — 0 


Notăm cu (abcd) coeficientul operatorului X, = Obtinem iden- 


98 
titățile fundamentale in calculul congruentelor 


Ow, ðw? dwi ; 

cb db 
bre ας Mita wywi + wiw, = 0. 
ðs” 0s 995 


(6) (abod) = 


6. Covariant biliniar. a) Fie 
(4) ds" = dai 
o formă Pfaff. Numim covariant bilinear αἱ formei expresia, 
(2) As" = dds* — dóàs^, 
d şi 3 fiind două simboluri de diferenţiere. Avem 


(3) As — BO£daf) — ἀ(λέδα!) = [2 iu] i 


δα’ dat 
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b) Pe de altá parte am stabilit relatia 


(4) (Xid, = 10, a, 
unde 
Ou Ομ 
(5) wh = | jx. 
T εν a i 


Apropiem aceste rezultate în modul următor. Din relaţia uli? = 
- 52 rezultă 


OU sa 9X ,9 0a JIN 04 
πα aeu S σσ σε m5 — Hoo = — µὑμί---; 
08' Qs 94’ gs θα” θα” 
deci 
ON b ei : 
ν o .--.. à εἰ t 3 
(0) Me p il UDE e 
ðq! ga 


Deoarece da* = ujds^, δα’ = piðs', rezultă din (3) coeticientii 
covariantului bilinear sub o formă simplă 


(7) As" == w ds? às". 


Cind covariantul bilinear este nul, avem din (6) 


adică, după (1), ds* este o diferențială totală exactă. 


7. Transiormări de eongruente. Formulele fundamentale în eal- 
eulul eongruenfelor. a) Considerăm în spaţiul X, un sistem de n 
congruente independente 


dal — da? da” 
(1) Bog s " " (ο = 15 2, TET 
1 a 9 


cu operatorii corespunzători 


(2) En. ro 5 Κε. 
0s? ðr! 
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şi formele Pfaff asociate 
(3) ds = Mai, dæ = vids". 


Operatorii si formele considerate sint independente şi în număr 
maxim. Orice alt operator şi orice altă formă se exprimă linear in 
funcţie de X,, respectiv ds* (a = 1, 2, ... 7). Fie 


(4) ds = p,da* 
o formă arbitrară; avem 
(5) ds — puk ds = p, ds", 
p, fiind proiecţiile vectorului p;, pe congruentele date. 
b) Considerăm acum un alt sistem de congruente independente, 
cărora le corespund formele 


(6) se i τα. 


atunci ds = Afpi d. Punind 


(7) E = Mu 
sau 
(8) AP = OA μὲ = pa, 


putem să scriem formulele de transformare sub forma 


(9) ds” = c de. 


În mod analog, insemnind prin ua minorii normați ai elemente- 
lor A in determinantul | ^/*|, operatorii lineari X, devin 
i t 


4 


5 9 ΧΡ να 
Xa = EU τὰ 
ΕΜ 9.χ᾽ 
dai 
o H à b 
P ees Ca 5 
ðs" gs” 
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(10) δν. 


c) Covariantul bilinear al formei (9) este 


As'a = òde” — dès = δ(ὁ ds) — d(e58s") = 


θα Sac b UN b ος ο Sob a NIS 
= —L ged + οὐδ ds? — — ds* δα” — ds: 
085 gs: 


yt Drd 
11) Asii = | ds?8s* + ο As” 
08 ðs” 2 


Deoarece Ast = w, ds^3s*, avem 


As'* = witds'*às" — weeke ds" ὃς”. 


Rezultă formulele fundamentale în calculul cu congruente 


i Oct och 
(12) ιο να = With + ον — ἌΡ 


δ. Congruente in V,. a) Considerăm spaţiul riemannian V,, 
de metricá 


(1) ds? = αμ da da 


si un sistem de » congruente independente, de parametri uj şi mo- 
mente A: 


(2) ds^ = κα, — da! — μας”. 


Putem să scriem metrica spațiului sub forma 


ds? = ajda da, = a;;uius ds^ ds’ 
(3) ds? = o,,ds^ 157, 


AAN ij 
Xab == μον) 


deci $i invers, 
(5) 9 = ἄρρλε Aj. 


X; Sint proiecţiile tensorului fundamental a, pe con- 

Pătratul lungimii vectorului μὲ in metrica (1), fiind 
tá οὔ aa, este pătratul lungimii vectorului μέ. 
ectillor de parametri μὲ, μὲ este dat de 


4 
da Zab 


H 


(6) eos ϐ — == 


“retea put WE mc DS 

V aipate  αιιμὸμὲ | daats 

„a şi b fiind indici de numárátoare (nu sumám în raport cu ei). 
În particular, două congruente sint ortogonale, cînd 


(7) βαν = 0. 


b) Presupunem vectorii μὲ unitari si ortogonali; avem atunci 


um i 
(8) Citati = δὲ, 
Sau 

(9) X = dud. 


Deci într-un sistem de congruente ortogonale în spaţiul V,, momen- 
tele 1; sint componentele covariante ale parametrilor u$. 


Într-un sistem de eongruente ortogonale 


Uas = δὲ 


și metrica (3) a spaţiului devine 


(10) ds? = (dsl)? + (ds?)? + ... + (ds), 
iar (5) devine 
(11) αμ = MM, a" = uid. 


Unui sistem de n congruente ortogonale putem să-i atagăm astfel 
un spaţiu Riemann, de metrică (10), sub formă canonică. Această 
formă este păstrată de transformările de congruenfe 


ds“ — ὁ dt, 


e 
D 


pentru care 
(12) e -- δι. 
c) Asociem spațiului V,, definit de metrica (1), o conexiune 


afină, simetrică, luînd coeficienții ei, egali cu simbolurile Christoffel 
de a doua speță, ai metricii spațiului, cu semn schimbat 


EE oc z 
En ho hi 


atunci componentele acestei conexiuni pe un sistem de n congruente 
independente (A) sint 


Ox 8 ; 
« s bao, RENI a ΠΗ 
V NU Ds ( 1 11 | d ape 4 
deoarece 
8 m P 8. ) 

l k ( ει} 

avem 
6x 0$ i 
(14) yh — Ye = b» = yy! uiua = Ue, 
g” οί . 


W$. fiind coeficienţii covariantului bilinear al formei ds^, anunr& 
As? — wh ds’ ss. 


9. Componentele pe congruente, ale conexiunii afine. a) Legătura 
dintre calculul diferențial absolut al coordonatelor si al congruen- 
telor este datà de 
(1) ds* — 24 da* 


şi invers 


(2) da — μιᾶς". 


Un tensor Ui, dat in sistemul de coordonate, are proiecţiile uj, 
pe eongruente, legate prin 


(3) "ο = Uir ubus 


ŞI invers. Rezultă de aici următoarea dualitate: din orice relație 
între £, 8; à, u; u, U obtinem ο nouă relație permultind literele din 
aceeași pereche. Este preferabil să permutăm si indicii i, a etc. Astfel, 
în transformarea de coordonate 


(4) qus ΑΚΟΑ ε.α ΩΝ 
componentele uy ale tensorului in sistemul de congruenie sint in- 
variante, conform eu (3), deoarece U este tensor iar A, p vectori, 
a căror natură este indicată de poziţia indicilor. 

Reciproc, într-o schimbare de congruente 
(5) ds" — ds, 
i»mponentele Uj, sint invariante. 


b) Considerăm un spaţiu cu conexiune afină, de coeficienţi Ti, 
şi fie y), proiecţiile Jor pe congruente. Considerăm tensorul 


avem prin proiecție în sistemul de congruente 


θυ" 
(6) WT Y 
"de 
dar, din formulele de proiecţie 
En ay: ΠΝ. Opt in i 
v = VaN μὲ -(25 — D! 1 Mt -( x FR xj Mp = 
2 P; 
θυ Oui : 
στα VU H t σος Mut — Tartaul = 
δα a 
ουσ 0 SE a 
eta — neon = 


δον T^ ος απ 
= [oa ck rios ) put. 
δα 


08 


Comparind cu (6) rezultă componentele conexiunii proiectate in 
sistemul de eongruente 


~] 
n4 

Q 
| 


0» UNS 
[be = E + rir) Ub oc 


Dacă λα — δύ, avem ds^ = da^ si sistemul de congruente coincide 
eu sistemul de coordonate, iar 


a ` a 
Ybe 7 T% . 


Vplieind din nou principiul dualității, inversám relaţiile (7) sub forma 
Oui, F 
(8) UE P = oi WR. 


c) Considerăm relaţia de transformare a coeficienţilor unei cone- 
xiuni afine 
-. uA oq — m da” 


(9) Tiam LD ο E 
θα’ θα 


jk 7 . 
Qa 


Aplicăm acelaşi principiu de dualitate v — s, T — y, i — a, j — b, 
k — € şi ţinem seama de (5); 
θα’ δα” " 
πώ απ E ορ 
dai ðs? 


Rezultă că într-o transformare de congruente ds” — ᾧ ds? coefi- 
cienții conexiunii γῇ, suferă transformarea 


PREA BR RR e 
(10) 3, 2077 Yag uo -- Yet 
ϑ 


10. Aplieafii. a) Să se aducă vectorul (x, y, τ) la forma canonică. 
Avem a! = x, a? = y, a? = z. Scriem ecuaţiile congruentei de curbe 


deci y = Cx, z = Car. Luám t’ = ος y' = Ca. Transformarea căutată este deci 


ZU -. 
Tr = —, y = — 
x x 


si σ΄ arbitrar. 
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„n adevăr noile componente ale vectorului (x, y, τ), conform formulei de transfor- 
mare 


> POR d | 
y ri "€ yi dz 
95 
sint 
i! θα’ θα’ 
γα — yl 4 γᾶ... + y8 — --ο, 
θα ôy ὃς 
ϑμ', 9y' ĝy' 
VR = A E y2 oU 4oy3 vu zs 6 
δα Oy Oz 
Putem să-l alegem pe τ΄ = z'(z, y, z) astfel ca Υ 8 = 1, De exemplu, luînd pe z' funcţie 
numai de z, trebuie ca 
9z' z’ 
v3 = y8 —— =z — = 1. 
Oz Oz 


Este suficient să luăm z' = log z. 


b) Să se studieze în plan, congruenja dreplelor ce trec prin origine si congruen[a cercu- 
rilor cu centrul în origine. Să se verifice formulele generale în cazul sistemului acestor două 
congruenfe. 


1. Considerám familia de drepte ce trec prin origine 


y Cu 
si familia de cercuri cu centrul in origine 


x?-. y? = C, 


Ele formează două congruente de curbe (fig. 5). Ecuațiile lor diferenţiale sint 


ydz— xdg—0, xdr+ydy=0, 


sau, punind in evidenti parametrii μέ, 
dz dy Ë è y 

a) = —, y =, μἲ---, 
x y f Τ 
dr dy i m 

c 1 2 

Q —-—Au-—— ms, 
-- X Τ T 
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^ vem 


| os a] 
oA f σι 

1 2 z | 

[μὲ μαι ]. 8 2] 

| i 51 
fa y y ; 2 
il = —, Ape oe, Ae m ^o me πα 
I A È I 

Determinám arcele pe congruente, cu formula 
ds" dat, 


vem 


dsl = àl de + λὸ dy = dr, 


(4) 
ds? — 22 dz + 22 dy = r dð, 


în coordonate polare x = r cos 0, y =r sin 0. Formulele la care an ajuns sînt, dealtfel 
evidente. 
Proiectiile unui vector V pe congruente sint 


v? — AV 
deci 
y 
pl = Vip ily2 n — yl. -- ys 
I 1 
P=- Apa iy 
T E 


Dealtfel, scriind vectorul sub forma 
y e VII, + VI, 
unde J, 12 sint versorii axelor Oz, Oy si fInmultind scalar cu versorii Rsi T ai directiilor 


razei si tangentei la cerc, regásim rezultatele. 
2. Operatorii sint dati de 
X 9 
a — σα 
às? 


61 


deci 

(5) Χι = Lm Χο-- ας . 
ðr r 90 

Rezultă 


Xr) =1, Xy0-0 XQ = 0, X4(0) = 


Verificám simplu, formula 


"EN 9?f af 1 ôf 
(6) (ΚιΧρ!-----------------. 
051053 952051 r 90 


În adevăr 


Sá verificăm formulele 


(X X) = wp X,. 


Avem 
. p 9 (1 o) 10 [10 1 9 1 
awt [-*]- 12 (2) - -2 
ðr V r 900 r 00 \ ðr r? 90 r 
deci 
| 1 9 1 
(7) wig = 0, wig =— —. 
r 
3. Sá veriticăm formulele 
a: să Ομ, dup 
be h să 
957 05: 
Punem mai simplu, 
1 1 2 
ug = co050, ui sin μῷ = — sin 0 ua = cos 
(8) 
λ1 — cos 0, M — — sin 6, P = sin 6, n2 = cos 0. 
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οσο... 


Atunci 


dul  ὂμὶ dy oy 1 i 
wig = Pa — τὸ X -+ s -- A λὲ = — sin 0 cos 0 — — cos O sin 0 = 0, 


Qsl — gs? 


$9 1 9 1 2 
wig = 5 sin J Ac b: — Cos η) 13 = 
r r 


Govariantii bilineari sint 


Asl = δὰ; — dôr = 0, 
(9) 
As? = 3(r d0) — d(r80) = δτὰθ — dr δῦ. 


Să verificăm formulele 
As? — we, ἠεὗδος 
͵ το $^, 
Avem 


Asi = wls(dsl8s? — ds2651) = 0, 


As? = wiQ(dslós? — ἀφὐδο]) = 


1 
= — — (rdr 80 — r dð δὲ) = δη dð — dr 86. 


T 


De asemenea verificim simplu entitátile fundamentale. 


E. GRUPURI CONTINUE 


1. Grup continuu cu un parametru. a) În spaţiul X, jcensiderám 


o familie de transformări, de forma 


9 


() y ο MA, dye ζω, ud, 


unde + — 1, 2, 


transformare Δ 


(2) z = fu, Vos sex sa ima δη 


numim produsul transformărilor Sa, Sp, transformarea 


F 


., şi a este un parametru. Notăm cu 3, transfor- 
marea corespunzătoare valorii a a parametrului. Dindu-se o altă 


(3) zt = f'f'(s, a), Τί, 4), E "(a a), 5]. 


Presupunem că familia (1) contine transformarea identică, dec 
există o valoare a parametrului a, pentru care (1) devine γ' = zi 
Putem atunci, printr-o schimbare de parametru, să obținem transfor- 
marea identică pentru a = 0. 

Spunem că transformările (1) formează un grup cu un parametru, 
dacă contin transformarea identică gi dacă produsul δι ὃν este de 
asemenea o transformare (1), oricare ar fi a, b, deci dacă 


(4) 143, y?, E. P ϱ) = fiu, g?, ET] z^, c). 


b) Dezvoltám în serie pe γ΄, după puterile lui a 


(D) y'= γω, a) = a* + αξ!-|- — 


gi, Eb, ... fiind funcţii de at, %2, ..., a^. 
Dacá operám in X, o transformare de variabile 


(6) Qu D. d. uiu A 
yt suferă aceeaşi transformare 

(6^) y = yh Y, ..., yn) 
şi formulele (5) devin 

Rr ti PER NN gri i a“ σε | 
(5^) y^" — x'* s a£ — ξο' + 


Din (5) rezultà 


DA 


(7) 


E 
θα M 


notind astfel valoarea pentru a = 0, cînd γ' devin z*. Avem 


"n ri 1 4 
(8) g" = (2) = (22 | (2 ) sie y, 
θα 0 Qj! 0 θα 0 Qai 


deci ξ' sînt componentele unui vector contravariant. 
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2. Transformare infinitezimală. a) Fie o familie de transformări 
cu un parametru 


(1) ye flo, i; cai Pg di 


care posedă pentru a = 0 transformarea identică. Dezvoltăm după 
puterile lui a: 


" 2 . 
(2) y -- αἳ bal T d uus 


E, E ... fiind funcții de αἵ, z?, ..., a^. Tinind seama numai de 
termenii de primul ordin, obţinem transformarea infinitezimald 


(3) y! = αἱ -- a 


a familiei (1). 
Dacă transformările (1) formează un grup, adică 


(4) FO; b) = f'(x, ο), 


vom p cá putem să determinăm toţi coeficienţii Ej din (2), în func- 
he de ξ'. 
b) În adevăr, avem din (4) şi (2) 


DEO) PE 8) H ....- pet) + E (a). 


şi tinind din nou seama de (2), 


ο tagi E ο 


Qa 


2 
(5) α' baie T B e. 


be i θά. 
Vue τετ ο oT δι. 


e E, -.. fiind aici funcţii numai de v. Termenii nescriși sint de 
al treilea ordin în a, b, ο. 


5 — ο, 1767 6b 


Termenii din parantezá au provenit din formula Taylor 


Κο) = (αὶ ph, αἲ }-λ5,....α" M 
8 
= [ωὶ, ο), .... + ον. 
unde 
Κα) = ξ'(ω), M = αξ'. 
Revenim la (5) şi punem 
6 =a + b -+ Aa? -- Bab + Ob? + ...; 


anutinal termenii de al doilea ordin in (5), obtinem 


a .. QE! P... 
us abc. Ef dere Εὲ κα 
2 E» +p a E T 2 [24 


θα’ 


2 
= (Aa? + Bab + Cb?)E' - CDM 48 | 
deci 


(7) Αα d 8, 2E y BEU 


qi 


Rezultă cá £j se exprimă in č‘, B fiind o constantă. Analog, con- 
siderind termenii de ordinul al treilea in (5), obţinem pe £; in funcţie 
de E' ete. 

Deci grupul este complet determinat de transformarea sa infinite- 
zimalá. 

ο) Deoarece ξ' sint componentele unui vector contravariant, 
tormăm operatorul 


(8) I-E—- 


O funcţie Καὶ, z?, ..., a") este invariantá in raport eu grupul 
(1), dacă 
(9) Κυ, y^, εν ο) = f(D, ση... ο"). 
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Inlocuim pe y prin valorile (3), tinind seama cá 


ô 
fim HM, ..., α” ἠ- R") -- Πα, ena) ea M + "Y 


cu δ΄ = a ξ'; obţinem 
(10) aX(f) + ... — 0, 


termenii nescrisi fiind de ordinul al doilea in a. Deci funcția f este 
invariantá în grup, dacă 


Ss 98 
(11) xp = eL — o. 


3. Ecuațiile diferenţiale ale grupului eu un parametru. a) Cone 
siderăm transformările $,, 


(1) y‘ = f'(a, O’, eee a7, a) 
gi fie S, 
(2) g = fa, y? oee Y”, b). 


În ipoteza că transformările formează un grup, avem 


(3) f'y, b) = fila, ο), 


unde ο depinde de a, b: 
(4) = φία, b). 


Rezultă că variabilele z, y, a, b, c nu sînt toate independente. 
Alegem ca variabile independente pe z, a si c. Derivăm relația 
(3) în raport cu a; obținem 


(5) a A 


af! 9 α 
ὂψ' δα 


0b θα 


ig 1 
Avem un sistem de n ecuaţii lineare în e: n de determinant 


θα 
LÀ # 0. Bezolvind, obținem 
Dy 
Q4! τα ðb 
—— = m b = a 
(6) ^" n n 


0 = de 4» ο. Z , 
a b 0a 
sau 
ðb 
— = ία, b 
(7) ja (a, b) 
Deci 
δι iis 
(8) SI = E(y, b) γα, b). 
ða 


b) Acestea sint ecuațiile diferențiale la care satisfac y, consi- 
derați ca funcții de a; apar în aceste ecuații numai y, αν b; dar b 
nu apare în partea întiia, deci şi in partea a doua, el intervine numai 
aparent. Trebuie să înțelegem ecuațiile (8) in sensul că în partea a 
doua a lor putem să dăm valori numerice particulare pentru b. Deci 


Oy! ει 
(9) = &(y) ψία). 


Această relație are loc, oricare ar fi a; de exemplu, pentru a = 0, 


aris či, iar φϕ(θ) este o constantă arbitrară; deci ξ' din 


avem ( 


9 . . 
ecuațiile diferenţiale (9) este însuși vectorul care determină brans- 
formarea, infinitezimalà 


(46) y! = αἱ p at. 
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ο) Seriem sistemul (9) sub forma 


Li 
ay = 29 da = £(y) ψία) a 
0a 
SAU 


(11) NM. ce A 
Ey) — Ey) éE” (y) 


Cu ajutorul sistemului (11) de ecuații diferențiale, cunoscind 
transformarea infinitezimală, putem să determinăm prin integrare 
ecuaţiile grupului sub formă finită. Presupunem că vectorul contra- 


= ψ(α) da = di. 


variant ξ' este redus la forma canonică (0, 0, ..., 0, 1). Atunci sis- 
temul (11) devine 
hm! 2 n-1 n 
s gag or aged acis 
0 0 0 1 


deci, prin integrare, 
(13) y =", yY" =” 4t (h=1, 2, .. n —1) 


Deci grupurile cu un parametru sînt echivalente cu grupul trans- 
latior. 


4. Grupuri continue eu mai multi parametri. Transformare infi- 
nitezimală. Produsul transformărilor. |a) Considerăm în spaţiul X, 
ο familie de transformări 


(1) y' = f'(a, «23 0 3. 0l, νε Ul) 


care depind de r parametri al, a?, ..., à". Acești parametri sint esen- 
fiai, dacă nu putem să miegorám numărul lor. 

Presupunem funcţiile f! analitice în raport cu parametrii af ' şi 
de asemenea că transformările (1) conţin transformarea identică ; 
atunci putem să efectuăm o schimbare de parametri, astfel încât 
transformarea identică să corespundă pentru valorile nule ale para- 
metrilor. Avem în acest caz: 


(2) y = αἱ + Be + 3 eua a d... 
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(h, k = 1,2, ...,7) iar E$, EX fiind funcții de a, 2, ..., 2%. Putem 
să asociem familiei de transformări r vectori contravarianti E, deci 
r operatori lineari 


0 
3 Nomi 
(3) Jai irem 
Transformárile 
(4) ψ' = at ἠ- Ela’ 


Sint transformările infinitezimale ale grupului. 
b) Seriem ecuaţiile (1) cu ajutorul altor parametri A*(al, ..., a") 


(^) y mdi EU ο E 


dacă s < r, parametrii a* nu sint esenfiali. Avem de asemenea 


(2) y! = a* |- hA 1» ... 
gi fie 
(5) ΑΝ = Ca^ p ... 


formule care exprimă constantele A in raport ou a, astfel ca ele să 
se anuleze în acelaşi timp ; rezultă 


(6) Ei = Ohne 

adică cele nr funcţii E% se exprimă linear, cu coeficienți constanți, 
cu ajutorul celor ns funcții ng. Dacă r >s, rezultă că funcțiile £j 
(în număr mai mare decît nt) nu sint independente. Eliminind pe n$ 
din acest sistem, obținem relații lineare in EA 


(7) a^ Ej = 0, 


cu coeficienți «^ nu toti nuli. Deci parametrii sint esentiali dacă opera- 
torii X, nu sint legati prin nici o relaţie lineará, adică ecuaţia 


ð 

(8) eX(f)s eu o 
dat 

nu are nici o soluţie. 
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c) Notám cu δα transformarea (1) şi considerăm o nouă trans- 
formare Αν : 


(9) gud suus m, uu) 
Numim produs al transformărilor S,, S,, transformarea 
(10) z = f'[f(z, a) „fa, a); δι, ..., δ] 


Familia (1) constituie un grup continuu finit de transformări 
cu r parametri, G,, dacă ea contine transformarea identică și dacă 
produsul $,S, a două transformări din familie aparţine aceleiaşi fa- 
milii, adică 


(11) Pac PPS dE ROUTIER ICT WESET LA 
unde parametrii e depind de a $i ὃ: 


(12) ELE ZO OLET. $E LA. 


d) Plecám de la formulele (11), tinind seama de (4): 


y + E) δ᾽ + = Ey) E 


=a + ἔα) ὁὶ + Βία) 99 + ...; 
folosim din nou relațiile (4) : 
α' -p Ela + Z glaat $ a.: + E^ £58 gap IT 
(13) 
e... + ELE „i Elo + 2 ει + TN 
E* fiind exprimati numai in v. Trebuie deci să avem 
(14) ο = a - P 4 Aaa + Bibi + ab 4 ... 
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Dacă b = 0, S, este transformarea de efect nul, dacă y = ο), 
S,— Sa, adică c^ — a^; deci (14) nu trebuie să conțină termeni 
cu produse numai de a, adică A = 0; analog B = 0. Atunci 


(15) ο) = a^ + b^ 4+ Oha* P +... 


Schema produsului de transformări este indicată în fig. 6. 


o 
7 κ 
MÀ 
y ΤῊ Ζ 


Fig. 6 


5. Constantele de structură. a) Considerăm transformările Ša: 
(Ὁ y =a t ἔμ o aho ae ss 
(h, k = 1, 2, ...,7) şi transformarea δν : 
(2) d =y B+ DDP EE 
Transformările S, formează un grup, dacă 
(ϐ) gap We) + e Ra de +. 


Ín acest caz 
(4) οὗ = a^ 4+ b 4+ Okatb -p ... 
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Pe de altă parte, substituind in (2) relaţia (1) si identificînd cu (3), 
obtinem 


| 6 
at tia 4 aae e qp + E dev + "- 


(ϐ)  ... + 2 tb + eom af 44 Ola 4 ...)4 


1 
dex EP H D^ -- dare)... 
Identificăm termenii de ordinul al doilea 
JS tiu = toe + A Eat + a) 


Relaţia trebuie să aibă loc oricare ar fi a, 5 ; deci 


gti : 
(6) PS er e 4- ες, 
Qa 


Schimbám pe k cu ] si scádem, tinind seama că 


ea = Eir; 
obținem 
908 ,,. lOS τει 
(7) si Ek — dai Ei = Cub. 
unde 
(8) οι = CR — Cip 
Tinem seama de expresia parantezei Poisson, pentru operatorii 
; 0 
X, LX [21 EN 
Atunci (7) devine 
(9) (XXi) = Cd 


deci operatorii formează un sistem complet. Coeficienții ch sint 
constantele de structură ale grupului. 
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b) Avem 
(XXX) = [Χι[Χ,Χὐ] = [Xr ἄν X] = eu XX) = Chk. 
Tinem seama de identitățile Jacobi 
(XXX) + (XX Xp) + (XiX, X) =0. 
Rezultă 
(10) οἴμοι. H μοι + σλμοῖ = 0. 
Deci dacă transformările (1) formează un grup G, cu r parametri, 


sistemul de operatori este complet iar coeficienții Ch αἱ parantezelor 
Poisson sînt constanti si satisfac relaţiilor pătratice (10). 


Coeficienții cj, fiind strimb simetrici în k, l, indicii k, ! pot să ia 
D valori distincte iar h, valorile 1, 2, ...,r. Avem deci cel 


1) 


r(r-— E 
mult [svo constante de structură. 


ο) La o schimbare de parametri a^ = œa, avem 
04 03 δαν = 
t = |->] =| τω = Ef 
` ( e), ( - ( A. δά, 
deci 


(11) X, == ξὲ 


(Σχ!) = αι X, = eo X. 


Rezultă cá la o schimbare de parametri, constantele de structură 
se comportă tensorial : 


(12) Caci = AA. 


LET 


6. Aplieafll. a) Considerăm transformările 


(L) κ = ας, ge i 
a 


1. Să se arate că acestea formează un grup. 

. Sá se determine transformarea infinitezimală. 
. Sd se determine funcţia invariantă. 

. Să se scrie ecuaţiile diferenţiale ale grupului. 
. Fie 


m Ie) 


a! = ῥα’, y" z T b E 0, 


o altă transformare a familiei. Atunci 


α΄ = ex, Εντ, c — ab x 0, 
c 


deci produsul a două transformări (1) este o transformare (1). 
Transformarea identică corespunde pentru a = 1. 
2. Înlocuim pe a prin a+ 1. Transformările 


(2) x =(a+1)r, y'-— 
a+1 


contin transformarea identică pentru a = 0. Avem pentru [αἱ «1, 


1 
1+a 


=1— a +a -- αἲ +... 


deci transformarea infinitezimală este 
(3) x' = x + az, y'= y — ag. 
3. Atunci 
E =z, B--y 
şi operatorul asociat 
of of 


(4) Χ-α---ῃ--. 
θα ey 


Funcţia f(x, y) invariantă este soluţia ecuației 


deci 


f(z, y) — xy, 
ea ce se verificá imediat. 
4. Ecuațiile diferențiale sint 
i 


9 
Z = Ef) pKa). 
θα 


În cazul nostru 


θα’ a? ôy’ y d 
— π p = , ων 3 
θα 1 --α θα [(1 + 2)? 14a 


deci formulele sint verificate cu 


φ(α) = . 
1--α 


Invers, scriind ecuaţiile diferenţiale sub forma 
da! ay” da 
(65) ------ 


obtinem 


Ca 
1-ca 


x'—CQüda, y'= 


C, si C; fiind funcții de x, y. Tinem seama cá pentru a = 0, avem z^ = s, y' = yj decl 


C, = x, C, = y. Regăsim ecuaţiile (2) ale grupului. 
b) Considerám familia de transformári 

z+al 
a? x + a 
1. Să se determine transformarea infinitezimală. 
2. Să se scrie ecuaţiile de structură ale grupului. 
3. Să se formeze ecuaţiile diferenţiale. 
4. Integrind aceste ecuaţii, să se regăsească grupul (6). 


Transformările (6) formează, evident, un grup. Avem transformarea identică pentru 
al = a? = 0, a? = 1. Schimbám parametrii ; 


z+al 
ὓ-------- 
az -- d$ --1 


(6) y = 


(7) 


Transformarea identică corespunde acum pentru αἵ = a? = a? = Q. 


1. Avem 
δη 1 ôy x(x + al) 
dal αἷς | αἲ +1 ôa? (az + a + 13’ 
(8) 
oy z+al 
d (αἷς } | pig! 
Ye. 


deci 


Oy ay 
(9) E, = ὃν 1, ἕρ--|-- = — x, ος zz e ᾱ, 
θαῖ 0 θα. 0 ĝa? 0 
Tramsformarea infinitezimală devine 
(10) y = x + al — a?a? — vas, 
ceea ce putem să obținem si direct, dezvoltind în serie, pentru a?, a? mici 1 
x+ al 
---------------- = (x + al) (1 — αὖα — a3 +...) 
1 + a?z + αὖ 
Deci 
ὃ ὃ 
11 X, = —, Χ,----αᾱ--, Χ,---ᾱ--. 
ii πας c ὃς P θα 
Operatorii sint independenţi, deci parametrii sint esentiali. 
2. Avem 
X4X4) i a ὃ Tac? s [n 2x : 
X,X,) = X (X) — = — | — rí — rá — | — | -- -- —, 
κ, (Xa) a ϑα δα δα | δα δα 
9 Ὁ 9 ô 2 ὃ 
XXa) = — αἲ — | — r — | + ᾱ---[-- 2 — | = -- αἲ---, 
POR θα A sd δα δα 
X ð ὂ 9 : ϑ ὃ 
X. = — rt — | — |- — |- r — | = —. 
Qr) δα | Ox θα δα θα 
Ecuațiile de structură (XyXj) = ch ἂν sînt deci în cazul nostru 
(12) (X41X,) = 288, (X,X4) = X, (Χμ X1) = X4. 


Constantele de structurá sint 


εἷς z 0, οἷ, z0, οὖ) =2; 


3 
(13) lg >0, εἷς--1, cas =0, 
cl = 1, 20, 01-0. 


Verificám, simplu, relațiile pătratice 


Ciche + fhks + chui. = 0. 
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3. Notăm determinantul transformării 


(14) 1 -+ a? — ala? = d, 


Eliminăm pe x din sistemul (8). Rezolvăm invers din (7) 


(15) 
—a*y +1 


adică o transformare de aceeași formă, cu parametrii 


al a? 
(16) (271 = — , -= i EP 
1 -- αἳ 1 -- 
adică 
d 
πο NET EQ ο e a ae come η 
— ay +1 — αμ +1 
Deci, din (8), 
ὃ 1—a?y 
Qa a ᾿ 
ὃ ly — (1 + a)y? 
(17) M dca rn LEE RE. 
ĝa? αλα + αἳ -- 1 
2y y y + a2y2 
da αλα + a3+1 d 


Rezultă că derivatele parțiale satisfac sistemului 


Oy 
^ Eu) via). 


(1 + a3) y — at 
gue e 


4. Scriem ecuațiile diferenţiale (17) sub ο formă mai simplă 


9 
PP E SN 
θα 


ô 
47) d^ = ay — ey 


punind a! = a, a? = b, 1+ a? — c, deci d — c — ab. 
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ο ο t Rn —— — 


Ne propunem să obţinem ecuaţiile finite ale grupului. Din prima ecuaţie av ema 


ED 
——— dm ÎL ee ÎN, 
θα 


Derivind,in raport cu a, obţinem 
92y 


ας ο θ, 


3a? 


deci y este linear fn a. Înlocuim pe y prin 1/y. Ecuația a doua din (17) devine 


8 
(e — ab) Z = — ag + c; 
Ob 


prin derivare în raport cu b rezultă cá 1/y este lineará in b si analog, din ultima ecua fie 


rezultă cá 1/y este lineará in c. Deci y este de forma 


« -- Ba 
ΥΕ δὲ + ec 


unde α, β, y, δ, s sînt funcţii de z. Avem 


δὲ. 8 


da ΥΕ δὺ -Ε ec 


şi identificînd cu prima ecuaţie din (17^) 


(c — ab) B = y + 8b + ec — ab — ba, 


rezaltă f = e, Y —5 0, 89. = a; punem p = 1; deci 


acta 
"T 


y od 
« este o funcție de x, pe care o înlecuim, simplu, chiar prin 5. 


F. COMPLETĂRI 


1. Spaţiu riemannian. a) 1. Considerăm un spaţiu riemannian 


de metrică 
(1) ds? = ay dddo, 


4, fiind componentele unui tensor covariant simetric de ordinul al 


muc Atunci forma ds? este invariantă la o transformare de coor- 
onate 


(2) g = g(a, O3, ο. a") (i= 1, 2, νο], ᾿ 
Simbolurile Christoffel de prima spetá sint introduse prin relaţia, 
A 1 (9a θα θα 
(3) ῃ k FAND aj ( 4k ik — 11 
(ijk) 2  δαῖ θα” dak P 
iar cei de speța a doua, prin 
(4) (ο ) = «^ (ijk), 
ο) 


a* fiind minorii normati ai elementelor a, in a — | 44, |. 
Vrem să arătăm că la o schimbare de coordonate (2) simbolurile 
Ohristoffel de a doua speţă se modifică după formula 


(5) 02g -( h Y δα” .( i Y δα” δα” 
δω δα; i 1) θα) r 8] θα ϑαξ᾽ 


. 2. Vom demonstra in prealabil relatia de transformare a simbolu- 
rilor Christoffel de prima speţă 
r 5 Lon r s 
(6) (jk)! "T (rst) z- θα δα αν, κ. θα . 
0x" θα’ δω; 0x" θα” δω’. 


La o transformare de coordonate, avem într-adevăr 


deci 
αι ER ^ „da δω". δα λα. δα 
δω” da! 0x" Oak ag” ip 02" 0g! Oak 
δω. 0s 
' δω’ θῳπθα» 
Prin permutările respective j €» j, ko j rezultă 


+ 


F ar 


θα” δα” δα”. 
0a" θα. 9ai ϑα,, Oa, δα. 
- - ) + 2a 


— Oa" δω; og! Vos V da” δῳ 


O?a* | Qa? 
fi Qr ve 
0g Iaw Oak 


7 
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adică relaţia (6). 
3. Atunci 
δα O δα δα’; 0g" 


l A "RU pese 
= a]! (iky = aw(rst -a e a pe cadre SU 
(; ;) (ijk) ( EF δα θα’ Og" δαν 


Ga! θα; u ) vc θα’ δα = 
δα. δα" s)’ dT θα" 
= δω, deci s =u şi aa, = δὲ, deci v = r. Rezultă, formula 


(T) ( l ) =( v ) δα”. 0a* Os 3a δα 


= à, deci u = t gi a*(rst) = 


i j r 9) δω” δα. Oa"  ðxtðx ðar” 
, δαν . τν f 
Înmulțim cu 3," Și Sumăm in raport cu 1; obținem 
9 
| pM da h } δω δα ga 
(8) ( . ) "l => ( | ti ^k d ri 7 7 
i 1) δα r 8] δω" Oc 02" 0g" 


care este în fond relaţia (5) urmărită, schimbind literele 1 şi h între 
ele iar în restul formulei este indiferent că trecem de la coordonatele 
a la 2" ca in (2) sau invers. 


4. Dacă ţinem seama, de formula de transformare a coeficienţilor 
conexiunii afine 
θλω” u dd θα í, 927 
= Ls * -- tjk 2 
0a! Qa* δω”: δα θα” 


(5) 


confruntind cu (5), rezultá cá simbolurile Christoffel de a doua speţă, 
luaţi cu semn schimbat, se transformă ca şi coeficienții unei conexiuni 
afine. Acesta este motivul pentru care am încadrat teoria spaţiilor 
riemanniene în teoria spaţiilor cu conexiune afiná. 

5. Cind mărimile 44, funcții de ai, a?, ..., a", la o transformare 
de coordonate se modifică după formula 


„ 027 θα! Qai 


(10) jk = Asi dis oat Dar F Pik 
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unde ultimul termen depinde numai de transformarea considerată, 
ca şi (7), spunem cá Aj, sint componentele unui obiect geometric. 
Un obiect geometric este o noţiune mai fină decît un tensor, la care 
se reduce pentru 9 = 0. Rezultă că dacă Aj, este un obiect geometric, 
atunci Aj, — Aj; este un tensor. Teoria este valabilă pentru obiecte 
geometrice cu oriciti indici. În particular, coeficienţii unei conexiuni 
afine, ca şi simbolurile Christoffel de a doua speţă sînt obiecte geo- 
metrice. 

b) 1. În spaţiul riemannian (1), componentele tensorului de curbu- 
ră sînt date de simbolurile Riemann de a doua speţă, construite cu 
simbolurile μας de a doua speţă 


as me 53 9 (0 3-46) 


sau prin ETE Riemann de prima spetá 
(12) Tog, = ag Eja. 


Vom exprima direct simbolurile Riemann de prima speţă în raport 
cu tensorul fundamental sub forma 


| ὅλαι ( O ljk GRIT δται ) 
Rijn Fr P e rir 


3 => 
d 2 θαύϑα θα δω θαθδω δϑωα!ϑα'! 


numită formula R4emana-Christoffel. 
2. Avem, după (11) x. (12) 


Rini = dy => EP * M [55] Zn ) (^J: 


32 


Rezultă, schimbind pe k cu l $i scăzind 


eg) (ki) | asus bati 
04) — Bas 202. IGE i etl) (ils) — Gtr) (ike) 


care este relaţia (13) urmărită. 
ϱ) Din relaţia (13) rezultă 


Run + Rir == 0, Rem + Ryu == 0, 
(15) 
Rimi = Ryu, ym == Rins 


d) Vrem să arătăm că in general, putem să atașăm spațiului τἰθ-- 
mannian într-un punct dat un spaţiu euclidian tangent. 


Fie punctul P, luat ca origine. O transformare 
a” = atat E . . 99 


termenii nescriși fiind de ordinul al doilea, păstrează originea P,. 
Formulele de transformare ale tensorului fundamental 
a da” Ox" — 
" Qa* θα) 
devin în punctul P,, 


(α,,)ο αἱ α) = αμ. 

Putem să alegem constantele α astfel ca ajs = ὃ,,. În adevăr, avem. 
π(η — 1)/2 + n ecuaţii cu tot atitea necunoscute. Putem să alegem 
deci un sistem de coordonate astfel ca metrica spaţiului riemannian 
să devină 
(16) ds? = (dz!)? + (da?) + ... + (da^)? + aydo da’, 
unde αι, se anulează in P,. 

Spunem că ai, z?, ..., ο” astfel determinati constituie un sistem 


de coordonate euclidiene. O transformare care păstrează forma (16) 
este ortegonală. 
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Deci orice spaţiu V, este asimilabil în ecare punct, cu un spaţiu 
euclidian E,, în termeni de primul ordin. Sunem că E, este spațiul 
euclidian tangent. 


e) 1. Avem relaţia 


(17) Rum + Εικ; + Ra = 0. 


În adevăr, relaţia avînd caracter tensorial, este suficient să ο veri- 
ficăm într-un sistem particular de coordonate, de exemplu în sis- 
temul de coordonate euclidiene. În acest caz, în punctul P, consi- 
derat, coeficienţii conexiunii se anulează ; deci 


ης ( θξαμ ὅλαιι ὅδαμ ud 


Φ]λϑαύϑα' ' θαῖθαι OwO — θαθα 


Rin FF 


cu care formula (16) rezultă simplu. 


2. Să demonstrăm că într-un spațiu riemannian avem identitatea 
Bianchi 


(18) Bn T Ri, κ T p = 0, 
Ris, fiind derivata covariantă a tensorului Riemann, Ri : 
ôR? 
iene SE — Rali + Rin Die + Bia, RI. 


aq 


Relaţia (18) avind caracter tensorial, este suficient s-o verificám 
într-un sistem de coordonate euclidiene în P, ; in acest punct (Lj;), 
sînt toate nule, dar nu si derivatele lor. Relaţia precedentă s-a redus 
în acest sistem, la 


ep) ον) 
"VE "11 jk 


Heec δα IFI dada? 


cu care relaţia (18) este verificată. 

2. Congruente în A,. a) Într-un spaţiu cu conexiune afiná deter- 
minat prin coeficienţii de conexiune I*, ca funcţii de ai, 2?,... , z*, 
care la o transformare de coordonate 


(1) De αν wa) ενα ἄν) 
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se medificá după legea obiectelor geometrice 


32a" n δα δῶν „ δω” 


= l, coccxem doge 
ϑαύϑωξ " Oa! Oa δα 


(2) 


exprimám torsiunea prin 


(3) Tj = Tie — Ti 


şi curbura prin 
: oT; ari : 
(4) Diu = ei ves i + Tali — Cali. 


Introducem un sistem de congruente pentru care, în notații obig- 
nuite, întrezareele s^ şi coordonatele z* avem relaţiile 


(5) ds* = κο, Aa = μὲ ἂν», 
Un tensor, de exemplu Uj, devine în congruenfe . 
(6) alto = Ὀλνλμέμε. 


- b) Coefieientii conexiunii devin în sistemul de congruente 


(1) 1 -( 


OM aN 
ϑαξ θα' 


koai i . 
) tut + Tionitut; 
dar prima expresie din partea a doua este 100., coeficientul covarian 
tului bilinear As* iar ultima expresie este proiecția torsiunii in sis- 


temul de congruenţe. Avem deci componentele torsiunii într-un 
sistem de congruenţe 


(8) ifs = Yio — Y» — Wb. 
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Într-un spaţiu Riemann, torsiunea este nulă, $$, = 0 αἱ regăsim 
o formulă cunoscută. 
c) Avem în transportul paralel al vectorului 1% 


d = yho ds. 
Rezultá 


0%, 
dot = Επ v 8s* ds* p 72,507 αφ’ 4» γυὶ δν”. 
În termenul al doilea din partea a doua înlocuim 
9v? = yho 3s. 
Substituim pe c si d intre ele si scădem, tinind seama că 


9 ds/ — ἆδο/ = As! = wh ἀθ’δού, 


Obţinem 
(9) AY = γξωο) ds 3s*, 
unde 
à axe 
(10) Yao ο πο μι 


995 ðs 


Rezultă că iu au caracter tensorial și măsoară curbura spațiului 
în sistemul de congruenfe. Fiind proiecția tensorului de curbură în 
sistemul de congruențe, rezultă 


(11) Ὑΐο = TiD uiue pa - 
3. Spatii niemanniene de metrică nedefinită. a) Dacă forma 
(1) ds? = 041 da! da! 


nu este definită pozitiv, reducînd-o la forma canonică nu obţinem 
e sumă de pătrate ci o succesiune de forma 


(2) ds? = e,(ds*)? = e,(ds!)? + e,(ds2)? +... -+ e,(ds")?, 
unde &, &;..., Εν Sint egali cu 1 sau —1. 
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Dacă dst, ds?,..., da" sint diferenţiale totale exacte, spaţiul 
este euclidian dacă e, = 1 gi pseudoeuclidian in caz că sint gi coefi- 
cienfi sa = — 1. 

Formele ds* sint determinate abstractie fácind de o transformare 
pseudoortogonalá 


(3) ds^ = cf ds, 
unde 
(4) Εασθου = ερδῥ. 


În prima parte sumám în raport cu toţi indicii a iar in partea a doua 
nu sumám în raport cu b, adică indicele pus lui & nu are valoare 
de indice de sumare. 

b) Identitatea Ricci 


SA = Ga Dj + 0, T 
devine in congruenfe 

τ = Gerh Ἔ rone 
iar pentru metrica (2) considerată, avem 
(5) Εογδο P Εογοο = 0, 


unde nu sumăm în raport cu a, b. Din relaţiile 


Yie — γᾶ = Wh 
obtinem 
AUI + EXT + EcWha E 


= Εα(γδο — ὙΦ) H ee (Yte — Ὑδο) + es — Yæ) = 


== EaYbo + EY + Eo Yos F Sabo F Εὐγδα — EoYas = 
sau 


1 
(6 δαγδο = 29 (sw, + e, Ub, P wp) 


fără sumare în raport cu indicii. 
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Formulele (5), (6), in cazul metricii definite pozitiv, devin 


(7) Yie + Yu, = 0, 
(8) Yi = E (nis + ls + ας). 
4. Spaţiu iperbolie. a) 1. Considerăm forma fundamentală 
(1) X? = (a*j — (a)? — (αὐ) — (a)? 
şi transformările lineare 
(2) q^ = gig 


(^, u = 0, 1, 2, 3) care invariazá forma (1). Numim aceste transfor- 
mári, pseudoortogonale. 

2. Punem în corespondenţă mulţimea a patru numere reale αλ 
(A = 0, 1, 2, 3) cu un punct X. Spunem că αλ sint coordonatele 
omogene ale punctului. Mulțimea tuturor punctelor X este un spaţiu 
cu trei dimensiuni. Mulțimea tuturor punctelor X ale căror coordo- 
nate satisfac relaţiei (1) este un spațiu iperbolice. Transformările 
pseudoortogonale (2) permit să trecem de la un punct Χ(αλ) la un 
punct X'(z^) din acelaşi spaţiu iperbolie. (2) sînt ecuaţiile unor 
deplasări în acest spaţiu. Orice proprietate a punctelor care este in- 
variantă într-o deplasare este o proprietate geometrică. Mulțimea 
acestor proprietăţi constituie geometria iperbolică. 

Putem să construim geometria iperbolică după modelul analitic 
al geometriei euclidiene și să adoptăm acelaşi limbaj. De exemplu, 
mulțimea punctelor ale căror coordonate -omogene satisfac unei 
relaţii 
(3) fa, a, 97, 4$) = 0 


este numită suprafață. Mulțimea punctelor ale căror coordonate 
satisfac la două ecuaţii 


(4) flat, X^, a?, 23) =0, g(a, at, φῦ, 22) = 0 
este o curbă. 
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3. Numim plan mulțimea punctelor ale căror coordonate satis- 
fae unei relaţii lineare 


(5) δαν P es + bw? -F ξαΏ = 0, 


5 fiind numere reale ; spunem cá sint coordonatele omogene ale pla- 
nului. Într-o transformare de variabile (2) obţinem 


ἔλαλ = αμξλα”' -- 0, 
adică o relatie de aceeaşi formă cu (5), unde 
(6) ὅλ = αξμ. 
4. Considerăm cuadrica de ecuaţie 
(7) (2°)? — (a1)? — (x°)? — (ο = 0 
pe care o numim absolutul spaţiului iperbolic. Cu ajutorul absolu- 


tului instituim o dualitate, care asociază unui punct Χ(αλ) planul 
său dual 


(8) Eo = pa, E — -- pa^ (ὦν = 1, 2, 3), 


e fiind un factor; deci formei invariante (1) îi corespunde forma 
invariantá duală 


(9) E = — oh Ei + ξξ + ξδ. 


5. Coordonatele omogene ale punctelor fiind determinate abstrac- 
tie fácind de un factor, le normăm astfel ca 


(10) Fa El, 
ceea ce atrage 
(11) ER b. 
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Adică, dacă 4^ sint coordonatele unui punct le înmulţim cu un fac- 
tor p astfel ca 


(12) pl() — (2)? — (a?) — (οὐ) ] — 1. 


Spaţiul iperbolie se limitează astfel la porţiunea pentru care 

(13) (a? < (41)? + (27)? + (0, 

deci la interiorul absolutului, adică în regiunea în care este situată 
originea (1, 0, 0, 0), care este gi centrul absolutului. 


Datorită normării, precizăm factorul p din formulele (8), deci 
planul polar al punctului X(z^) are coordonatele 


(14) £o,  --ἰῶ ξι-- αλ, 

De acum considerăm numai coordonate normate. 

b) 1. Cu ajutorul formelor invariante (1), (9) introducem neţiu- 
nea de produs scalar a două puncte Χ(αλ), Y(2^) prin 
(15) X: Y = Pyp — li — ο — gy? 
și de produs scalar a două plane E(£,), η(η») prin 
(16) Een = — Book ξιηι Ey + Eana. 
Evident că formele (16), (17) sînt invariante odată cu (1), (9) în raport 
cu transformările pseudoortogonale considerate. 

Spunem că punctele X, Y sau planele E, η sînt ortogonale, dacă 
(17) ΧΥ =0, respectiv ξ:η-0. 

Înmulțirea scalară satisface proprietăţilor 

X.-Y—Y-X, (1+YX):2Z= 3:24 Y-2Z 


și analog pentru plane. 
Dacă X, Y sânt polii planelor E, η, avem relajia 


(18) Xd δεν, 
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2. Introducem noţiunea de distanță dintre punctele Χ(αλ), Y(y^) 
ca cel mai mic numár d, pentru care 


(19) οὐ ἃ — X-Y. 


Introducem unghiul a două plane ἔξ, η ca cel mai mic număr 0 pen- 
tru care 


(20) cos 6 = E». 


3. Considerăm punctele O(1, 0, 0, 0) si Α(αϑ, at, a?, αὖ). Distanţa 
euclidianá a dintre puncte este datá de 


aa? = VFP Gy 
iar distanţa neeuclidiană l, de 
cht =a, shl ij/(ai)* + (a2)? 4- (a9). 
Deci între distanţa euclidiană a $i neeuclidiană | avem relația 
(21) a —ithl. 


4.1 Fiind date m puncte X,(21), X4(23), ... , Κ(αλι), formám ma- 
tricea punctelor 


(22) "P P AA Am 


Numim normă a punctelor X,, X,,..., Xm pe care o notăm 
XX... Xm rădăcina pătrată din determinantul pătratului matri- 
celor 
(23) A X A προσ 


Deoarece normele se exprimă prin produse scalare în sensul metricii, 
provenind din 


xi NE, n 3X. 


e ο» υ $9 » ο ο ο ϱ ο 9 οϱ ο 5 
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τ” cá normele sint invariante in transformárile pseudoortogo- 
neto. 


2. Cu ajutorul noţiunii de normă rezultă X — 1, ἕ -- 1, 
(24) i sh XY — XY, sin ξη-- £s. 


e) 1. Determinám o dreaptă prin două puncte X, Y. Fie X’, Υ’- 
erbogonalele punctelor X, Y. pe dreapta dată; punem X' = aX + 
+ bY şi ţinem seama cá X? —1, X-X'—0, XY’ --1; rezultă 


bar m go Y; 
XY XY 
deci 
(25) Er 
ΣΣ 


2. Ὁ dreaptă este perpendiculară pe un plan dacă trece prin polul 
planului. 


Considerăm două drepte u, v concurente in punctul X. Numim 
unghi al celor două drepte concurente, unghiul 0 al planelor p, v perpen- 
diculare dreptelor în punctul X. Fie U, V ortogonalele punctului 
X pe cele două drepte; punctele U, V sînt polii planelor u, v, deci 


cos 0 = uv — U- y. 
Deci unghiul 0 al dreptelor concurente u, v este dat de 
(26) cos 0 — U-V, sin0 = UV, 


EX V fiind ortogonalele punctului de concurenţă X, pe cele două 
'epte. 


Dacá dreptele w, v sint determinate de punctele X, Y respectiv 
X, Z (Y si Z fiind arbitrare pe cele două drepte), avem după (25) 


DNE xk. 
XY XZ 
Dar e 
(XU)-(XV) = a LIN z} 
X:U U-:Y 0 Uy 
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de unde 
(XU)-(XV) 2 8E:V 


Deci unghiul 8 a două drepte X Y, XZ este dat de 


(27) cos 0 — HIA 
1 XY XZ 
ga 
(28) did c e 
XY XZ 


deoarece, cum verificăm uşor, 


(ZI) (AZ) + XYZ? = XY? XZ. 


d) 1. Rezultatele sînt valabile mai general, plecînd de la forma 


(29) X? = (αὐ) + (a + (27)? + (42)*] 

şi dual 

(30) e = εῬξῇ + Εἰ + E + Es 

şi produsele scalare ale punctelor si planele fiind introduse conform 
acestei metrici. Cazul iperbolie corespunde pentru s? = — 1. În 


cazul s? — 1 obţinem geometria eliptică. Aceste geometrii sint numite 
împreună geometrii neeuclidiene, fiind primele geometrii considerate 
care nu sînt euclidiene. Geometria iperbolică a fost introdusă, în 
acelaşi timp şi independent, de către Nikolai Lobacevski 
în 1829 şi Janos Bolyai în 1831 iar geometria eliptică a fost 
introdusă de Bernhard Riemann în 1854, publicată postum. 

2. În cazul euclidian, s — 0 şi normarea (29) impune condiţia 
49 = 1 pentru puncte şi 


εἰ -- += 


pentru plane. Produsul scalar al punctelor nu are sens iar produsul 
scalar al planelor are semnificația obișnuită 


En = Ej E Bom + Bas: 
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Formula unghiului este aceeasi ca si în cazul euclidian. Pentru dia- 
tan(a dintre puncte, ea devine în cazul general, notind q = 1/s, 


008 £ =X:Y, 
q 
de unde 


4 sint o a (1 — cos $) =X: Yt-.2X.Y- 
q q 


= (a9 — Y) + Za — pi, 
deci 


aq? sin Š — gs? — Pj -p (αἱ — 9) ος (aè — y de (t — yn. 
q 
În cazul euclidian cu 2? = 1, e — 0, q — co obţinem formula clasică 


d = (a1 — pp + (αἳ — y!) + (at — ge, 
Deci geometria euclidianá este un caz limitá, degenerat, al geometriei 
neeuclidiene. Geometria neeuclidianá este mai simplă decit cea 


euclidianá, deoarece in prima existá o dualitate completá intre puncte 
$i plane, între distanţe $i unghiuri. 


5. Notiţe cu caracter istorie. a) Geometria euclidiană a spaţiului cu n dimensiuni 
a fost introdusă din prima jumătate a secolului al 19-lea ca un limbaj formal pentru 
enuntarea mai sugestivă a teoremelor de algebră și de analiză în n variabile. Aceste 
«cercetări au fost iniţiate de Arthur Cayley din 1843 şi Hermann Grass- 
mann din 1844. 


b) Pentru geometrie, considerarea spaţiului cu n dimensiuni a căpătat un sens, 
odată cu generalizarea noţiunii de spaţiu euclidian. Spațiile generalizate sint mai fine 
decit spaţiul euclidian, pe care îl cuprind ca un caz particular și permit o explicare mai 
temeinică proprietăţilor euclidiene însele. 


Promotorul acestei noi direcţii este Bernhard Riemann, prin memoriul 
său fundamental din 1854, publicat postum în 1876. ΕΙ a introdus spaţiul pe care 
actual îl numim riemannian, ca o generalizare a noţiunii de geometrie intrinsecă a lui 
Carl Gauss, din 1828. Ideile lui Riemann au rămas mult timp nefructificate. 


c) Elvin Christoffel a introdus unele notații adecvate, ca de exemplu 
'simbolurile care îi poartă numele, prin care a exprimat mai simplu rezultatele lui Riemann. 
Gregorio Ricci a scos în evidenţă derivarea covariantá. Christoffel şi Ricci au 
pus bazele calculului tensorial, apt pentru scrierea comodă a formulelor într-un spațiu 
Riemann. Ricci și Tullio-Levi-Civita au definitivat acest calcul în 1900. 

d) Spaţiul cu conexiune afină a fost considerat de Hermann Weyl în 1918 
şi Elie Cartan în 1922. 

Teoria grupurilor continue de transformări a fost inițiată de Sophus Lie 
cristalizatá in opera sa fundamentală în trei volume din 1888—1890, şi definitivată de 
Luigi Bianchi! tn 1903 și Elie Cartan in 1928. 


Calculul diferenţial absolut al congruenfelor a fost oreat de Gheorghe Vrán- 
ceanu, din 1926. 


PARTEA A DOUA. 


TEORIA 
RELATIVITATII 


I. TEO RIA RELATIVITĂȚII RESTRÎNSE 


A. GRUPUL LORENTZ 
1. Mecanica elasieá. a) În mecanica clasică admitem că spaţiul 
în care au loc evenimentele este euclidian. Luînd un sistem de axe 


ortogonale, poziția unui punct P(x, y, 2) este cunoscută, cînd sint 
date x, y, 2 ca funcţii de timp 


(1) x = æt), y= y(t) z-s() 
cu condițiile inițiale 

Zo = αἱ), Yo = (lo) 3ο = 2(to), 
unde P,(z,, Yos Zo) este poziţia inițială a punctului P. 


Ecuațiile (1) determină o curbă, traiectoria punctului P. Viteza 
este dirijată după tangenta în P la curbă gi are mărimea 


(2) v = ᾧ) g* 4 ο), 


notind prin z, y, 2 derivatele coordonatelor, in raport cut; putem 
să scriem gi 


(3) o 
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unde ds este elementul de arc, pe curbá, dat de 
(4) ds? = da? + dy? + dz?. 


Admitem principiul inerţial al lui Galileo Galilei (1638) : 
mişcarea unui punct asupra căruia nu acționează nici o forță este rec- 
tilime și uniformă. 

De aici rezultă că noţiunea de repaus absolut, a concepţiei anti- 
chitátii, nu are nici o semnificaţie. Misearea $i repausul au un în- 
teles numai raportate la un sistem de referință. Deci noțiunile de miş- 
care și de repaus sînt relative. 


_ Dacă asupra punctului P(z, y, 2) acţionează o forță de vector 
V(X, Y, Z), coordonatele X, Y, Z fiind funcții de z, y, 2, si eventual 
de t, atunci ecuaţiile mișcării, date de Isaac Newto n, in 1687, 
au forma 


(5) mă = X, mj = Y, mz = 2, 


i, ğ, ὃ fiind proiecţiile accelerației. 

În mecanica clasică, numită 51 newloniană, spațiul şi timpul 
au caracter absolut, considerate independente de mişcarea materiei. 
Timpul se scurge uniform, oricare ar fi mişcarea iar spațiul are numai 
proprietăți geometrice, nu şi fizice. Teoria relativității va corecta 
această concepție. 

b) Legile mecanicii clasice sînt invariante faţă de deplasările spa- 
fiului euclidian. 

Considerám mai complet, izometriile, formate din deplasári (trans- 
latii si rotatii) si simetrii, adică transformári lineare care lasă forma 
canonică 


(6) dz ui 


invariantá; deci metrica ds? dată de (4), adică forma diferențială 
pătratică 


(7) 9 = da? + dy? + de? 


este invariantă în izometriile euclidiene. 


Evident, este indiferent faptul că se mişcă un punct față de un 
sistem fix, ori că punctul este fix si se schimbă, în acelaşi mod, sis- 
temul de referință. Faţă de o schimbare arbitrară a poziției punctu- 
lui, ori'a sistemului de referință 


(8) g' = q' (a, y, 9, t), y’ zc y' (o, Y, 9) t), z’ = g'(x, y, 8, t) 
legile mişcării se modifică. ` 
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Dacă efectuám însă o mişcare rectilinie uniformă, pe care o 
seriem 


(9) α -- α΄ + vt, y — y, «το, 


luind dreapta de deplasare ca axá Oz, avem, v fiind constant, 


κ ψ 


(10) v$—X' +o g-—y, ἐ--δ' 


LP 


(11) = ğ', =, g -- 8”, 
deci legile mişcării (5) sint din nou invariante. 

Spunem cá (9) este o transformare Galilei. Pentru diferite valori 
ale lui v, avem transtormările unui grup, cu un parametru, v 

Deci, în afară de izometrii, legile fizicii clasice sînt invariante 
fată de grupul Galilei,. 

Mai precis, admitind că este evident că o translație, ο rotaţie 
sau o simetrie nu schimbă ecuaţiile mişcării, esenţială, în mecanica, 
clasică este transformarea Galilei (9). Rezultă, că, în interiorul unei 


incinte, care este antrenată de o mişcare rectilinie şi uniformă, nu. 


putem să ne dăm seama de mişcarea incintei, prin nici o experienţă 
fizică. 

Relativ la formula (10), notind & = u, & = ui, avem legea de 
compunere a vitezelor 


(12) u =w +v, 


w' fiind viteza relativă (faţă de sistemul mobil), u viteza absolută (faţă 
de sistemul inițial) şi v viteza de transport (a sistemului mobil). 


Numim sisteme ineriiale sistemele de referință deduse unul din 
altul printr-o deplasare rectilinie şi uniformă. Legile mecanicii sînt 
aceleaşi în orice sistem inerţial. 


€) De exemplu, sub acţiunea gravitaţiei, un mobil lansat din 
origine cu viteza v, sub unghiul a, faţă de orizontală, descrie parabola 


(13) 2; = Vo COS αἱ, y=- 2 gt + osin αἴ. 
La o rotatie a axelor in planul lor 
(14) z' = x cos 0 -+ y sin 0, y' = — x sin + y 6688 
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avem 


1 
α΄ = — — g sinh + e, cos(a — Oy 
(15) 9 g 0 jt, 
` 1 l : 
y'-—-— wc 0086 --- ey sin (a — θ}ί, 


care sint tot ecuaţiile (13), inlocuidn pe « prin « — 0 si pe (0, g) prin 
mărimile proiecţiilor pe noile axe ale vectorului accelerației g(g sin 0, 
g 0086). 

Prin transformarea Galilei (9), avem de asemenea aceleaşi for- 
mule (13), dar în locul mărimilor proieetiilor (vy cos«, vo sin «) ale 
vectorului vy, substituim mărimile proiecţiilor pe aceleaşi axe, ale 
vectorului rezultant ορ + v, adică ve, cosa -- v, vj sin a. 

.d) Newton a formulat principiile mecanicii, ca si legea gra- 
vitației universale, dată de el, in 1687: 


mm 


de) παρε. 


d? 
unde m, m sint masele a două puncte materiale, măsurate in grame, 
d:.distanta dintre ele, măsurată in em, iar 


(17) k = 6,67 10-8 em? g-t 8-2 


constanta gravitaţiei universale. Aceste legi au dat un impuls consi- 
derabil mecanicii şi mai general, timp de două secole, toate experien- 
tele noi efectuate si toate fenomenele observate în fizică, şi astronomie 
erau explicate în concordanţă cu legile mecanicii newtoniene. 

Dar Albert Michelson, în experienţa sa din 1881, prin 
care a măsurat viteza relativă a pămîntului, a ajuns la rezultatul 
că viteza luminii nu depinde de situația că sistemul esie fix sau mobil, 
deci că legea de compunere a vitezelor (12) nu rămîne valabilă pen- 
tru viteza luminii, deci legile mecanicii clasice sint contrazise pentru 
viteze foarte mari. Cam în acelaşi timp, s-a descoperit o altă contra- 
dietie privitor la radiaţia termică. Aceste fenomene si alte citeva 
neconcordante constatate au dovedit că legile fizicii clasice sint 
limitate la dimensiunile experienţelor obişnuite de laborator. Aceasta 
a constituit o criză profundă a fizicii în ansamblul ei, la sfirşitul seco- 
iului trecut. Legile fizicii clasice îşi încetează valabilitatea în cosmos 
şi în microcosmos. 
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Pentru fenomenele corespunzătoare trebuie să se creeze noi 
teorii matematice, care să se racordeze celor vechi şi să se explice 
realitatea fizică în ansamblul ei. 

In ceea ce priveşte structura atomului, răspunsul iniţial a fost 
dat de Max Planck, care a emis în 1900, principiul că energia 
este discontinuă, cu care a fundamentat mecanica cuantică. 

De cealaltă parte, pentru viteze comparabile cu viteza luminii, 
Albert Einstein a formulat în 1905 principiul relativi- 
tății, pe care l-a generalizat in 1916. 


2. Spaţiul Minkowski. a) Considerăm ca formă invariantă a, 
spațiului, în loc de z? + y? + 22, forma de tip iperbolie 


(1) eh yi y? — ow 


ctiind viteza luminii, pe care o considerZm aproximativ 300 000 km/s. 
După măsurări mai precise 


(2) c = 299 792.105 em s-t. 
Formei finite (1) ii corespunde forma diferentialá 
(3) φ = cdi? — da? — dy? — dz?. 
b Hermann Minkowski a considerat in 1909, că îi, 
Y, z 8i i sint coordonatele unui punct într-un spațiu cu patru dimen- 
siuni, dînd un rol simetric noțiunilor de spațiu si de timp. Spaţiul 
4-dimensional are metrica (3), deci este un spațiu pseudoeuclidian ; 
punînd 3 
(4) V= αἷ--α, =y, αὖ--ρ 
avem forma diferențială 
(5) 9 = (d°)? — (da)? — (de?) — (de?) 
Mişcările rectilinii si uniforme sînt exprimate prin ecuaţii li- 
neare în αὐ, zi, z?, 3. Singurele transformări biunivoce si bicon- 
tinue ale unui spațiu n-dimensional care păstrează ecuațiile lineare 


sint transformările proiective, adică lineare în coordonate omogene. 
Consideratiile fizice necesită de asemenea ca elementele improprii 
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(de la infinit) să ráminá improprii, deci transformările trebuie să 
fie afine, adică lineare şi în coordonatele neomogene. Transformările 
permise de coordonate sint deci transformările lineare 


(6) g = aa (i = 0, 1, 2, ὃ) 


care invariazá forma (5). Legile mecanicii relativiste trebuie să fie 
invariante în acest grup de transformări. Transformările lineare 
păstrează signatura formei (5), adică alternanţa semnelor, cînd o 
reducem la o sumă de pătrate. Fiind vorba de transformări lineare 
cu coeficienţi constanti, este evident că aceeaşi transformare care 
invariază forma (1) ο invariază si pe (3) şi reciproc. 

c) Referindu-ne la forma (3), mişcările spaţiului relativist sint 
de exemplu transformárile ortogonale ín z, y, 2 care invariazá se- 


9 


parat metrica æ? + y? + 2? şi translatiile timpului, t = t + h. 

In afara acestei transformări sau a altora, banale, operate se- 
parat asupra spațiului şi asupra timpului, considerăm o transfor- 
mare caracteristică, asupra variabilelor a si t, care invariază forma 


(7) a? — ep 
şi separat, pe y si pe z. În general, pentru ca forma 
(8) g? y? 
să fie invariantă într-o transformare lineará 
(9) 2 = at + αμ, Y= agl + αρα’ 
trebuie ca 
ai — odi = l, ai — ah = 1, αμαιο — ἄριαοο = 0. 


Punem αμ = Cha, α» = chB, deci αρ = sha, αι» = sh8. Ultima 
relaţie ne dá sh(a — 8) = 0, deci a = 8. Atunci 


(10) æ = &' cha + y' sha, y = &' sha + y' cha. 


Transformările (10) formează evident, un grup cu un parametru. 
d k > : : κ. p 
Punind y — οἱ, in (10), obţinem transformările Lorentz 


(11) -t= teho + 5 aha, æ = d' sha + a cha, y —9', 2—2', 
6 
adicá transformările lineare care invariază forma (7), deci pe (1). 
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Aceste transformári au fost date in 1901 deHendrik Lorentz. 
Deci legile mecanicii relativiste sint invariante în grupul Lorentz. 
d) Ca să dăm o semnificaţie fizică parametrului α din formulele 

(11), observăm că pentru originea noului sistem  z' — 0, y’ = 0, 

z = 0, avem 

(12) t = t ch a, 


deci, pentru această origine 
(13) 4 Ξ- ct' sha — οἱ th a. 


Viteza originii noului sistem este deci 


(14) p — n € th a. 
dt 


Obtinem atunci, interpretarea căutată 


v 
(15) [Πα = —, 
€ 
(16) cha = - = σα 
V1 — th?« y v? 
m 
6 
Notám 


Atunci putem să scriem transformările Lorentz sub forma 
ð , 

(48) s= ο”. 
e? 


Din (17) rezultă 
(19) Ὁ «6 


deci viwa manvimă a unui mobil este viteza luminii. 
e) Inversind transformările Lorentz avem şi 


(20) a'— xeha + d she, t = icha — — sha, ψ' — y, ς' — 2, 
€ 
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sau 
(21) = va — v), t = ή m Jl y su phos. 


Sá compunem două transformări Lorentz de forma (21). Avem Şi 


pla v't) = v" (y — vt), 
, 
d E. (r καρ WE 7) — y" ( - v" 2), y" m3 y, e" Ex 2, 
2 32 
ο e 
unde am pus 
ου’ v -- v' 
(22) Pf fa Le ον. re 
e? , tU 
02 


Deci două transformări Lorentz, care corespund aceleiaşi direcții 
de translație sînt comutative. 


f) Plecăm de la transformările Lorentz 
S A RI EE 
jr E 


, , d Lă 1 1 
&' + οἵ = pla --οῦ, &' —et' = (a — et), p = (i = τ) 


2’ = yg — ot), t= 


Avem 


Rezultă cá, notind 


(23) αν = ο -- οἱ =g et 


transformarea Lorentz se reduce la 


(24) p^ em ος νε: & i*. 
Analog, punind 


(25) daz* = dz + zd 
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grupul Galilei (1.9) devine 
(26) dat = dz,  di'* = dt. 


g) În formulele Lorentz, v, care apare ca parametru, este viteza 
sistemului,mohil (σ΄, γ΄, 2") față de sistemul (v, y, 2). Pentru experien- 
tele obişnuite, v este foarte mic în comparaţie cu viteza luminii 


(27): = ας v « ο. 


Pentru v = 0 obţinem transformarea identică z' = æ, t' = t. Des- 
voltind în serie 


T 
naa Ὁ 2 
Ὁ“ -. Ὁ i 
y= ji = = 1 + — + 
e? 262 
deci 
€ Sra v 1 i me. „1 
(28) t md 40-44 €-4—8-F κκ Y yd 
" 


Termenii scrisi, de primul ordin, constituie transformarea infinitezi- 
mală a grupului Lorentz. 
Vectorul care determină transformarea infinitezimală are coor- 
donatele [> "1 e Εν ο). Avem deci ecuaţiile diferenţiale ale grupu- 
6 
lui Lorentz 


cdi de dy dz 


cu integralele 


(30) DES qim mco! mum. 


Prin transformarea 


(31) Ü od, mw o—PD—xt, γ'--, s à 


reducem vectorul transformării infinitezimale la forma canonică, 
re Joe Muc ο, x 
|. -Funcția invariantá in grup este o soluţie a ecuaţiei cu derivate 
. æ ὃ óc m , pH 
parțiale -. + t— = 0, de unde rezultă φ = c?t? — x? şi, în ge- 
e? δι θα 
neral, o funcţie arbitrară de φ. 
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h) Tinind seama cá v:c x 0 pentru viteze mici, deci v æ 1, 
transformarea Lorentz (21) devine 


L =g — d, -- t, Y — y, zt --σ, 


deci o mişcare uniformă de-a lungul axei Oz, adică o transformare 
Galilei. 

Deci principiul relativității nu contrazice legile mecanicii clasice 
ci le cuprinde ca un caz limită. 

Dacă efectuám produsul unei transformări Lorentz printr-o ro- 
tatie euclidiană în v, y, z obținem o transformare mai generală, care 
invariază spațiul Minkowski. 

Transformările Lorentz joacă în mecanica relativității restrinse 
rolul transformărilor Galilei din mecanica clasică. Rezultă cá, ab- 
stracție făcînd de rotatiile banale, euclidiene, în z, Y, 2, rolul esential 
în mecanica relativistă îl joacă transformăile Lorentz. 


3. Relativitatea spațiului si a timpului. a) Considerăm trans- 
formarea Lorentz (2.11) i 


(1) οἱ = ct' cha + α΄ sha, æ = ct' sha + α΄ cha, y = E 


Fie P (£i γι, 2,, ti) Şi Ῥεας, yo, 25, t;) două evenimente ; ele se 
transformă prin (1) în 


(9) (ο — t) = e(t; — ἡ) cha + (αἱ — ai) sha, 
(3) La — 9, = e(t; — t) sha + (αὐ — v) cha, 
(4) yi = Ws ys = Ya zi = δὴ 2$ — Ros 


Presupunem î, = tą adică evenimentele P, P, sint initial, si- 
multane. Conform cu (2), ele nu rámin simultane dupá transformare, 
adică ti £ t; pentru « £z 0 si miza. 

b) Considerăm acum o bară rigidă aşezată pe axa c, cu capetele 
în P,(z, 0, 0), P;(z,, 0, 0), avînd initial, adică la t = 0, lungimea, 
l = |z, — z,|. După transformare, calculám lungimea barei, la mo- 
mentul {’, cînd punctele P,, P, devin Pi(aj, 0, 0), Pz(z5, 0, 0). Avem 

£, = οἱ Cha + σ΄ sha, ἂν = ας cha + ct' sha 
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deci z, — £, = (αἱ — a!) ch «; atunci 


(5) | — l' ch a. 
Deoarece 
a j-e-? a? 
cha — : Cic. 
avem 
(6) Væl 


Deci lungimile se contractă în sensul mişcării. 
Putem să scriem formula (5) si astfel 


(7) δε; ἕνα, 


c) Analog, pentru timp. Presupunem cá din originea sistemului 
initial trimitem două semnale luminoase la momentele 1, t,. În ori- 
ginea noului sistem (α΄ = 0) ele par să fie emise la momentele ti 
ta conform cu (2.12) 


4 = t; cha, t, = t; cha 


sau, punind t = f, — h, 


(8) τς «'ech« 
de unde 
(9) Tx τ. 


Deci timpul se contractă în sensul mișcării. 

Noţiunile de spaţiu şi de timp îşi pierd, astfel, caracterul lor 
de idei absolute. Ele sînt noţiuni fizice, depinzind de sistemul la 
care sint raportate. Această observaţie a denumit întreaga teorie, 
ca teoria relativităţii. 

d) Din formula (2.21) 


r= (i-is). t PONI ad 


195 


rezultá 
P j 
aaa n) 
m 
lt — t > 0m La — ὦ 
(10) imi, ns. 
ν dy — ἡ e? f — t 


Avem v0; presupunem v> 0, {ο ἐν 2,7» 2,; deoarece v - ο şi 
viteza medie m «ο; rezultă vm < 62, deci partea a doua a relaţiei 
(10) este pozitivă. Atunci & > tj. id ad 

Deci ordinea evenimentelor este păstrată $n mecanica relativistă. 

Ipoteza v>c ar răsturna principiul cauzalităţii făcînd posibil 
ca într-un sistem de referinţă efectul să preceadă cauza ;:dar atunci 
nu mai sînt valabile nici formulele considerate, încît coptradicţia, 
este aparentă. 

e) Din formulele Lorentz (2.18) 


De 


, ru Ὁ ΄ 
æ = vm + w^), t=: 14 


avem 
(11) dz = văz + vdt), di= (ar p a) 
p 
Notăm eu u, w’ vitezele mobilului în sistemul fix si in cel mobil: 
dz , Q 
(12) w= εἐ----- 
dt di 
Avem din (11), 
AN ng 
da dt 
PE EEE Eee cae aa Tia 
di v 
1 
c? di 
Obtinem formula de compunere a vitezelor, in mecanica relativistă 
au. v 
(13) u = — ; 
1-4-—w 
n 


u fiind viteza absolută, w viteza relativă si v, viteza de transport. 
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Pentru viteze mici, v < c, obţinem formula clasică, 


(14) Uu = uw + v. 


„Cind u' = c este viteza luminii, obținem u — 6, deci viteza lu- 
minii este aceeaşi în orice sistem inerţial. 
Cind v — w' = 0, obţinemu=c. Regăsim rezultatul că nu putem 
să depásim viteza luminii. 

f) În formula (13) w este mărimea vitezei de-a lungul axei Oc 
(u τμ). Pentru mărimea componentei pe axa y a vitezei, avem 


4 W dy! dy 1 Uy 
pL uw a σπα , 
dt dé dt = (1 dem. v) 
i e? 
deci 
E 
(15) Wy = Up et 
fi v ’ 


Analog pentru uz. 

In particular, cînd w' = 0, adică viteza, in mişcarea, in planul 
Oxy, este dirijată toată pe Oy, adică mobilul se deplasează trans- 
versal direcţiei de translație a sistemului, avem 


a 
(16) Wy = Uy γι -7 


deci viteza se micşorează, adică mișcarea se încetinește. 

Observăm că formulele (15) de compunere a vitezelor nu sînt 
simetrice în componentele u(u, uy, uz) şi v(v, 0, 0) ale celor două, 
viteze. Rezultă că, în general, două transformări Lorenz, care co- 
respund la direcţii diferite de transport, nu sint comutative. Re- 
găsim comutativitatea pentru u, = 0, uz = 0, adică pentru depla- 
sarea mobilului in sensul transportului reperului. 

. £) Din punct de vedere istoric, Einstein aenuntatecle două, 
principii care constituie teoria relativităţii. 

1. Viteza luminii este independentă de sistemul inerţial de 
referinţă. i 

2. Legile fizicii nu se schimbă cînd trecem de la un sistem iner- 
tial la altul. 
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Am numit sisteme inertiale sistemele de referintá deduse unul 
din altul printr-o transformare Lorentz. Adoptind punctul de vedere 
geometric, al invariantei formei 


o = edt — da? — dy? — dæ, 


am dedus principiul 2, de fapt aceste principii sint echivalente, 
si de aici, principiul 1. Seriind forma φ sub forma 


2 2 2 
p = dt? | c? „aahei eima] NE dt?(e? — v?), 
dt? 
rezultă, din (2.19) 
(17) oz 0. 


Vrem să arătăm că reciproc, din principiul 1 rezultă 2, adică, 
cele două principii 1 οἱ 2 sînt echivalente. Presupunem axa Ox fixă 
iar O'a' mobilă de-a lungul lui Oz, cu viteza constantă v. La momentul 
te = 0 originile O şi O' coincid. Notám cu w abscisa unui mobil M 
la timpul f, în raport cu axa fixă si cu α΄, abscisa lui la timpul F, 
în raport cu sistemul mobil. 

Considerăm cazul cel mai simplu, al unei legături lineare 


α΄ — ax + bt. 


Seriem relația pentru punctul M= 0’, deci α΄ = 0, a = 00’ = wt. 
Rezultă b = — av, deci 


(18) æ = a(x — vt). 
Considerăm invers, sistemul O'z' fix şi sistemul Ox mobil cu 
viteza —v ; trebuie să avem aceeaşi lege de mişcare adică 
æ = α(α' + ο), 


de unde 


" £ — ar. 
| (eS I———— 
av 


înlocuind pe z' prin valoarea din (18), obținem 
a? — 1 


(19) Fossa eo e 
αυ 
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Aplicăm acum principiul relativist al constanfei vitezei luminii. 
Presupunem cá pentru tọ = tọ =0 ο rază de lumină pleacă din 
0 = 0’, şi ajunge în punctul M în timpul t, respectiv t. Avem ὦ = 
= οἱ, α΄ = ct. Rezultă din (18) şi (19) 


Bu 
et ει a(c — v), t — (+ oc a οι 
aveo 


şi prin împărţire 


Rezultă 


(20) g= m 


(21) g a due dee 


Interpretarea fizică ne permite să înțelegem de ce inversăm for- 
mulele, schimbînd doar semnul lui v. 


4. Experiente fizice explicate relativist. a) Albert Michel- 
son în experiența sa din 1881, prin care a măsurat viteza relativă 
a pămîntului, a ajuns la rezultatul că viteza luminii nu depinde de 
situația că sistemul este fix sau mobil 
şi de direcția de deplasare ; a fost prima 
dovadă că legile mecanicii clasice au un 
caracter limitat. Aparatul este format 
ca în fig. 7. Din L pleacă o rază de 
lumină în direcția LA, a translatiei 
Pămîntului şi ajunge în O, în luneta 
S, înclinată la 45°, unde se desface în 
două; o parte continuă drumul pînă în 
A, se reflectă într-o oglindă şi se rein- 
toarce în O ; altă rază merge transversal 
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in B, se reflectá si se intoarce in O. 

Fie OA = OB = l, ο viteza luminii de-a lungul drumului longi- 
tudinal OA, v viteza de translație à Pămîntului, i, timpul in care 
raza a parcurs drumul OA la dus 81 t la întors, toate datele fiind 
raportate la sistemul fix. Deci raza revine în 0, pe drumul longi- 
tudinal, dupá timpul 


l l 2le 
8) σεντς ep acm | d d 
6 4-9 = Ἡ c? — y? 


Deoarece observatorul O participă la translatia Pămîntului, viteza 
de propagare a luminii pe drumul transversal este 


Timpurile de dus si de întors din B ale razei sînt egale şi atunci 
timpul de dus şi de întors este 


I 
23 ť = 2- 
| γον ρα 
Rezultá 
’ Τα η 
(3) iir pe 


t 6 


Deci teoretic, conform legilor mecanicii clasice, timpul de pareurgere 
al drumului longitudinal este mai lung decit timpul de parcurgere 
al drumului transversal. Diferenţa este foarte mică, deoarece k 
este foarte aproape de 1, 


v? 31 et 
(4) i-es ος da 
iar 
v? { 30 y 1 
(=) σοι ~ 108? 
deci 
(5) 1 — k x 5-10. 


Desi este foarte greu să decelám această diferență foarte mică, însă 
în acest caz trebuie să se producă fenomene de interferenţă, obser- 
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vabile in microscopul M. Totuşi ele nu au loc. Rezultă că 1 — t, 
deci viteza luminii nu depinde de direcţia de propagare. 

Pentru explicarea paradoxului, George Fitzgeral d a 
adm's, în 1891, că lungimea l a braţului aparatului variază cu un- 
ghiul de inclinare. Ipoteza a fost adincitá de.Lorenz, in 1900. Dar, 
rămii 134 în cadrul mecanicii clasice, aceste afirmaţii nu erau jus- 
titicate. 

Experienţa se explică în teoria relativităţii, o bara longitudinală, 
OA contractindu-se. Notind cu /' lungimea lui OA în timpul αν 
din t = rezultă 


deci 


(6) Wa c 


conform formulei (3.7). 
Contraetia 


(7) n=l x l 


este foarte mică. De exemplu, pentru {-- 10 km = 106 cm, avem 


; 106 1 1 
(8) Ri = z0 
2 105 200 


C 


deci x = 0,05 cm. 
b) Hippolyte Fizeau a studiat mişcarea luminii într- un 
mediu fluid şi a obținut experimental formula 
w4 IE 


(9) ν τίν 1 1-7 αλ 


unde v este viteza fluidului in raport cu un sistem fix, w viteza lu- 
minii in raport cu fluidul, u viteza luminii in fluid, in raport cu sis- 
temul fix, iar c viteza luminii in vid. Formula (9) este o consecință 
a formulei de compunere relativistă a vitezelor (3.13), pentru u'=w. 
În adevăr, din (3.13) 


ΤΗ 


y. fiind foarte mic, avem 
e 


uz(o+w) [ -— "ἡ ZW Fe E 
m 


3 ,2 
În adevăr, neglijăm termenul -- foarte mie, dar nu si pe E: 
e c 

deoarece w si c sint de acelaşi ordin de mărime (viteza luminii în 
fluid şi în vid. Deci experiența Fizeau se explică prin teoria relativi- 
tății. 

Fizeau notează w = ejn, n fiind indicele de refracție al fluidului 
și formula (9) devine 


(10) u πω γα RAI 


n? 


? 


c) Este cunoscut din fizică, efectul Doppler-Fizeau, observat 
în 1842, datorită căruia un observator în mişcare relativă faţă de 
o sursă de unde luminoase sau electromagnetice percepe o undă cu 
frecvenţă mai mare sau mai mică decît aceea emisă de undă, după 
cum sursa sau observatorul se apropie sau se depărtează între ele. 

Justificarea acestei legi implică din nou teoria relativităţii. Pre- 
supunem cá o sursă de vibraţie este în repaos în punctul M. Pentru 
observatorul din O, vibrația va fi reprezentată prin legea 


(11) φ = asin mu (1 — 5), 
€ 


p. fiind frecvența. În sistemul mobil O'z', in translatie cu viteza v 
avem o formulă analoagă 


(12) p' = a sin 2πµ’ (e — τ = Q. 


Între z, t, z', t avem relaţiile Lorentz ; deci 


ιο) = (rir). 
c e 


Relaţia trebuie să fie adevărată oricare ar fi z şi t; deci 


[ v 
': [1 + 3 
(19) =y pen 
Ry: 
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Dacă observatorul stă pe loc si sursa este mobilă, inlocuim pe 
u eu μ΄ si invers, pe v cu —v şi obținem acelaşi rezultat. Fenomenul 
se exprimă deci identic în ambele sisteme. 

Avem u’ < p, deci pentru o depărtare în sensul razei, frecvența 
scade si, reciproc, crește la apropiere. Ca formulă aproximativă, 


scriind 


avem 
; v 
(14) μμ E + 2) 
d) Considerăm formulele de compunere a vitezei (3.13, 16): 
D 2 
D E cus T 
u, = “ete , My = M. A: 
l+ Uz 1 +y ws 
deci 
ux --* 
(15) eL . 
Uz Uz x v 


Presupunem mişcarea plană (fig. 8). În sistemul vOy în care 
direcția de deplasare OM face unghiul 
0 cu Oz, avem 

4, = U COSO, αν = u sin, 

U, = u’ cos0', u, = w'sin θ’, 
u și w' fiind viteza absolută si relativă. 
Avem atunci, din (15), 


2 
(Que 
“γι — —, sinb’ 
6 E 


u’ cog 0' -- v 


(16)  tg0— 


Fig. 8 


fermulă care arată cum se modifică direcţia de deplasare, cînd tre- 
cem de la un sistem la altul. 
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Facem ο aplicație a acestei formule, pentru devierea razelor de 
lumină, deci punem in (16) w = ο. Obtinem 


de unde 


x , , b v? v 2 | 
sin0' cos0' | 1 — == ie be sino 
ο ο 


tg0' — tg0 = —— 


cos 0' (cos ϱ’ + =] 


c 
Cind M nu este aproape de verticală, cos0 si cos0' sint finite ; ne- 


Va gi v ή τσ : v 
glijăm pe — dela numitor fiind prea mic faţă, de cos0'. De asemenea 


σ 
al 
2 2X7 p2 p? 
v 95 
m uisus — = A EM S --- δια eX). ως d 
il E ο. (: e i (: ag t : J odi 
: a πα πα πο τν 
factor pe care il neglijám fiind prea mie față de —. Formula pre- 


6 
cedentà devine 
(S Rem 
. — sin 0 
(17) sin( 0' kam 0) 6 


eos ϐ ^ cos 


Variația unghiului 0 este foarte mică; punem θ’ = 0 + ΔΘ; dcei 
cos θ΄ = cos cos ΔΘ — εἰπθ sin ΔΘ = cos 0, 


sin A0 z ΔΘ. 


Obtinem formula aberației luminii 


(18) ΔΘ = Z sin 8. 
C 


Coreetia A0 este cuprinsă deci între 0 si an 


e 
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9. Propagarea undelor luminoase. a) Presupunem cá in origi- 
nea O a unui sistem de referinţă Oxyz se produce un fenomen luminos, 
reprezentat prin ecuaţia vibratiei simple 


(1) Qo = 4 BIN € f. 


a fiind amplitudinea si c pulsatia. 
Presupunem punctul M(z, y, ο) mobil pe raza OM = r, ale cărei 
cosinusuri directoare cu axele le notăm prin «, B, y ; avem 


2 


(2) αὖ +B 
(3) r = a9 + Bx + ye. 


Starea de vibrație din O, care se propagă cu viteza c de-a lungul 
dreptei OM, ajunge in M eu o intirziere față de O, dată de timpul 
» 
(4) 5 = —. 


ς 


Starea de vibratie in punctul M este datá deci de 


(5) 9 — α sin ω(ί — i) = a sino (: οτε, =). 
6 


Prin derivári, tinind seama de (3), avem 


0g (t6) Tr) Or aa D 
— = — — e08o[íÍ --- = -coso | t — — |, 
θα 6 e J δα 6 C 
0? aa? . r w? 

D — gin e ἰ----]------αὖφ 

0a? e? € ge 


şi analoagele ; deci 


ô% 020 929 " i 
A === s + οσα e "T 2 3 
πμ Po Te πα Lire 
adică, după (2), 
Qo? 
e 
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e 
da TT ii 
2e = — ao*sino |t — — | = — ωὖφ. 
0t? c 
Avem deci ecuaţia propagării undei luminoase 
1 02q 
(7) Ag — —— =0 
c? gp 


dată de Jean d'Alembert. Introducem operatorul, numit 
dalamberiian 


92 03 03 )2 
(8) D= pi 
θα» 0y? 02? e? ot? 


asociat metricii relativităţii restrinse 


(9) 9 = edt? — de? — dy? — dez, 
Atunci ecuația propagării undei este 
(10) De = 0. 


b) Vom arăta că dalambertianul este invariant intr-o transfor- 
mare Lorentz 


(11) € = s(x + ot), y =y, z=, t= JG | 2 7). 


În adevăr 


δω δι v 0t 
mi Es My Έστε WR, — = — —— me y 
j It δω’ | c? ot 
Atunci 
09 sa ὂφ dq vo 920 0 (0o 9 (0p vw 
θα θα δὲ ος’ θα”3 θαλθα’ ot εν ) g? 
2 2 255 22 22 
(12) e M yP + 9 0?g vw E 9 vo ' 
δω». Ige δω δὲ c? dt c? 
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2 
ο 28 πο 
ot δα oi 0r θαὶ Ot Ot V Ot' 
2 2 0? 0? 
(up πο E apa ape uuu a 
0t? θα θαθί 0t? 
ha. "m v? , 
Tinind seama cá — —1 — => rezultă 


y? 6 


(14) 


Deci ecuaţia propagării undelor luminoase este invariantă într-o trans- 
formare Lorentz. 
c) Pentru o rază de lumină v = c, deci 


(15) da? + dy? + dz? = c?dt?. 
Plecăm dintr-un punct O(£o, Yo Zo); de-a lungul razei de lumină 


€ — o y — Yo ? — 20 


= = =r 


a β " 
avem 
dz = «dr 


şi analoagele. Prin ridicare la pătrat si adunare avem, tinind seama 
de (15), 

dr-cdé s r = c(t — to), 
deci, de-a lungul unei raze de lumină 


(16) (£ — £)? + (Y — Yo)? + (e — 20)? — ent — to)? = 0. 


Privim pe (16) ca o ecuație în t; 


{17) οἱ — f(2, y, ὁ), 
unde 
(18) f = cto + r, T? = (£ — £o) + (Y — Y)? + (e — 2). 
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Avem 


Of τις 5 ee ES - η 
da τα 

ete. ; deci 

(19) (grad f} -- 1. 


Dacă privim pe (16) ca ο ecuz tie de forma 


(20) olL, y, z, t) — 0, 
unde 
(21) o = X(r— αρ) — elt — t, 
avem 
δω ) * 2ac(1 à 
πρ EEG 4ρ) = δα = 2α6 — 
δω τ ^ o) 
ete. ; 
θω 
= 2ce?(t — to). 
* (ἱ-- Ὁ 
Deci 
1 (002 0o? θωλ2 3032 
ij =(5 ἘΞ ἝΞ 
2 Vot θα ôy 02 
sau 
ος 1 ὃ 
(22) LS μυ ση 
c δι 


Rezultă că funcţia din prima parte a relaţiei (16) care dă ecuaţia 
razelor luminoase este o soluţie particulară a ecuaţiilor (19) sau (22). 
. Ecuațiile (19), (22) sînt invariante într-o transformare Lorentz. 
De exemplu, după formulele precedente, avem 


θω δω v? δω θω Gow δω 
ga = (er) Boa); 
θα θα c? δι ot 0a ot 


(23) 1 E E b E: θω T θω s 
c? Vot' θα’ ce? | at δα 


d) În spațiul Minkowski, ecuaţia (16) reprezintă un ipereon cu 
vîrful in O(zo, yo, Zos to). Razele de lumină sint generatoarele acestui 
iperecon Evenimentele admise, pentru care v < c, deci » 


(24) | (9 — ας) HY — Vo), + (€ — 298. οί — ty 


sint reprezentate de puncte (z, y, 2, t) din spaţiul cu patru dimen- 
siuni, interioare ipereonului. Spaţiul Minkowski în care interpre- 
tám evenimentele relativiste este limitat deci la interiorul iperco- 
nului razelor de lumină. 

În spaţiul 4-dimensional avem patru iperplane de referință. 
Iperplanul 1 — const. sectioneazá un spaţiu: tridimensional care 
este euclidian. Pentru acest motiv, luăm metrica spațiului Minkowski 
sub forma i E 


: (25) ds? = da? + dy? + de? — e? dt. 


Rezultă că în spaţiul Minkowski, ds? este negativ. Sub forma 


(26) ΄ ds? = (dx?) + (dat)? + (dz?)? + (da)? 


-avem o metrică euclidiană într-un spaţiu eu patru dimensiuni ; at = g, 


æ? = y, «a? — sint coordonatele punctului. Punind 4? = ict, ob- 
ținem metrica relativităţii restrinse. Sub această formă, durata t 
corespunde unei lungimi imaginare în E. 

În regiunea accesibilă, din interiorul ipereonului (16), luînd 
coordonatele v, y, 2, t funcții de un parametru c, obţinem o curtă; 
această traiectorie patrudimensională este imaginea mişcării punctu- 
lui. Elementul de arc pe curbă este dat de (25): 


2 2 2 
ds? = — eae (1 -7)= A E y 
e? y? 
deci 
, νο 
(21) deest ai, c le | ΜΝ 
ν ν ea 
Vectorul unitar al tangentei 
1M 
(28) πα... 
ds 
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are mărimile proieetiilor pe axe 


„cdi 4 si 
p = Cd εις pude ο c ear 
1€ di ds 3f ai 6 
ν ν 
ete., deci 
(39) Hey, die As δι. ον 
6 6 6 


B. CÎMPUL ELECTROMAGNETIC 


. 1. Masă si energie. În mecanica relativistă masa mobilului 
depinde de viteza lui, sub forma 


(1) m = Y Mo 1 — | doi xs 
y 


m, fiind masa în repaus. Pentru v — c, m — 00, ceea ce este în con- 
cordantá cu principiul că un mobil nu poate sá atingá viteza luminii. 

Notăm vectorul viteză prin v iar vectorul forţei actionind asupra 
punctului prin P. Seriem legea Newton sub forma 


m l τ 
(3) P = D (ms), 
dt ( 


adică forța F este derivata impulsului mov. 

In mecanica relativistă, energia E depinde de masa mobilului 
sub forma 
(3) E = m 62, 


b) Putem să dám o justificare formulei (1) în modul următor. 
Daeă asupra mobilului nu acţionează nici o fortá, avem din legea (2), 
mv = const, adică 

mo = m'v', 
m’ Și v' fiind masa si viteza relative. În cazul mișcării transversale, 
v = v, am obţinut formula (16) din A3: 
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de unde rezultă 


my, Și m, fiind masa absolută si relativă în deplasarea transversală. 
Dar pentru v = 0 rezultă m, = m, = masa de repaus. 

Mai precis, rezultă din justificarea dată că m din formula (1) este 
masa mobilului într-o deplasare transversală. În mecanica relati- 
vistá, masa depinde de direcţia de deplasare, deei nu mai este o 
caracteristică a punctului. Acceptám în general, prin denumirea 
de masă, masa m, dată de formula (1) într-o deplasare transversală. 

Masa este deci o noțiune relativă. 

Conceptul de masă ca o „cantitate de materie” este suplinit de my, 
masa de repaus, constantă. 

€) Formal, putem să dăm de asemenea o justificare teoretică for- 
mulei (3) în modul următor. Presupunem că punctul mobil descrie 
o dreaptă, pe care o luăm ca axă Oz, sub acţiunea fortei P, dirijată 
pe aceeaşi axă. Considerăm lucrul mecanic generat de forță, de la 
poziţia P, la P,: 


(4) Lo Ur da. 


P, 


În mişcarea de-a lungul axei Oz, formula (2) devine 


F = a (mo), v= ge i 
dt dt 
Transformám integrala (4); 
Pa P, 1m P, P, P, 
L-— | 8: (mv) da =| danas =f v d(mv) = mv? - mov dv. 
Pi P, dt P, P, P, 


Tinînd seama de (1) 


v do A pa E 
| mo de = mof Ta mep-5- -»e(1 - 5). 


p? 
E F 


L= (ma ia m) οἳ, 


Deci 
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unde m, δι m, sint masele la capetele drumului. Dar L = E, — E, 
deci | 


B n "MEN. ο » 2 
3 Ba — E, = (m, — m) ο”, 


ceea. ce concordă cu legea (3). 
Să arătăm că (3) include formula uzuală; a energiei cinetice: 
Considerăm un punct cu masa în repaus mp, deci cu energia myc2. 


Miseindu-se cu viteza v, el are masa m, dată de (1), si energia me2. 


Creşterea energiei este energia cinetică a punctului 


(5) "7 T = (m — m)? = moc2(v — 1). 


Cum v este mic în raport cu e, dezvoltăm in serie, neglijind termenii 
de la puterea a patra : 


-4 
02 * D 
y = (1 —— x l -- ----- 
g^ 2c? 
deci 
? 1 
(6) T= — προ. 
9 


Relaţia (3), Ey = c? mo, dá o energie enormă datorită factorului 
ο. De exemplu, pentru m; = 1 gs? cm~}, e = 3:101 em s-!, avem 


E, = 9.10?! ergi = 9-10% g.cm = 9.105 t-km, 


adică E, = nouă miliarde tone kilometri. Această imensă cantitate 
de energie în masa în repaus a mobilului explică fenomenele de dega- 
jarea energiei în urma descompunerii atomului. 

d) Considerăm coordonatele evenimentului în spaţiul Minkowski 


(7) ο et, o dgt—u- -ᾱ 
ca funcții de un parametru c 
(8) di = αἲίσ). 


Vectorul T unitar al tangentei are atunci coordonatele (19) din 
A.D: x 


ν ν ν 
(9) p. fae Ἱε-ε---π., MP 
C € € 


7 


Considerăm şi energia în repaus E, = mec? şi vectorul E,T pe care 
il numim vector energie impuls. El are proiecţiile 


10 EW = πο, EP = mev, Eg? = mev, Ej? — mov. 
0 ? 0 ? 0 y? 0 


e) Numim densitatea masei m, à particulei de volum o, expresia, 
uls, y, 2, t) dată de 


dm 
(11) u = —. 
do 
Într-o deplasare Lorentz, 
m = ym, 


iar volumul se modifică numai de-a lungul axei Oz, conform formulei 

; -- T A 1 ; ; 
de contracție a lungimior { = — lẹ, deci œ — — og; atunci, consi- 
y ν 


A : ; T dm, 
derind şi densitatea masei in repaus, uy — ——-, avem 


ds 
(12) u = Ws. 


Fie e sarcina electrică a particulei de volum ω. Numim densitate 
a sarcinii electrice numărul o(z, y, z, t) dat de 
de 
(13) frm pons 
do 
Admitem, ca in fizica clasică, că sarcina electrică e este invaz 
riantă. Atunci, considerind şi densitatea sarcinii în  repaug 


poss AC ndm. 
i do, 
(14) LI 
Produsul 
(15) Si= po? 


este vectorul densitate a curentului patrudimensional. Avem, proiec- 
tind pe axe, 


ο 
sU m ga = νου si = poll = — pod 
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Sau 


v " z 
(16) = p, S= ρ-- = p, οὓ-- ρ- 
[d C € 


2. Legea Lorentz. a) Considerăm ο particulă elementară, de 
masă m; fie M(x, y, 2) un punct al ei, la momentul t, care se mişcă 


> da ^ : 
eu viteza v, de coordonate 0, = pm ... Presupunem cá mişcarea 
i 


are loc într-un cîmp electromagnetic, format din cimpul electric 
E(E E, E.) şi câmpul magnetic H(H,, Hy He) iar e este sarcina 
partieulei. Admitem legea datá de Lorentz, cá particula se 
miaeá sub acţiunea forţei 


1) Ε--εΒ- ΄5χΗ. 
6 
Atunci, după legea mişcării F = - (mv) rezultá 
(2) ἃ Οι) -- (B Lex) 
dt e 


proiectind pe axe 
d = 5 1 
— (mv,)-—e | E, + — (vH; — ult, 
di c 

(3) d(m e ο) = e(E,c dt + H, dy — H, αυ). 


b) Considerăm traiectoria patrudimensionalá a particulei ; avem 
[A.5, (27)] 


as = ie -- ar. 


Punem 
Hech assu «δει miza, 


Vectorul tangent T are coordonatele 
=, = — νος, naij Se 
€ ο: 
1 ο P3 


124 


şi vectorul E,T, unde E, = mec? este energia cinetică in repaus, are 
proiecţiile 


i ; 
(4) BE? = me, EP -—moev,... 
Beuatiüle (3) devin 
(b) d(E,?) = e(E, da^ + H, da? — H, da?) 
şi analoagele. 

c) Obtinem o relaţie corespunzătoare in Ej? din următoarele 
consideraţii. Seriem că variaţia energiei este lucrul mecanic ele- 
mentar 

d(m c?) = F, dæ + F, ἂν + F, dz; 
dar, conform cu (1), componenta v x H a lui F, fiind perpendiculară 
pe v, deci pe direcția mişcării, are un lucru mecanic nul; rezultă, 
linind seama si de (4) 


(6) d(Ejf?) = e(E,da! + E, da? + E, dx’). 


3. Tensorul eleetromagnetie. a) Considerăm coordonatele cova- 
riamte. Fiind dată metrica 


(4) ds? = g,,da'da? 


trecem de la coordonatele contravariante Vi ale unui vector V 
la eoordonatele covariante V,, prin formulele 


(2) V, == ga; Vi. 


În cazul metricii (1) 


(3) ds? = — (da*)* + (dal)? + (da*)? + (da)? 
avem 

Vo = Ja Vt = — VO, 
(4) 


Vi = g4V! = ga Vt = V* (i, j #0), 


πμ... «ας. y 


ELLE 


adică τ 
x Te exi Wi EDT: = pă — αμ 
(5) Q4, — 49, qu — αἲ, Da, D=; 
de asemenea 

= 0 sf 

b= =i, Ἀεὶ... 


b) Putem să scriem deci formulele Lorentz sub forma 


da( Eto) = εί — Pda — Ba? — E, de’), 
iu αρ) = e(E,da* + HA — H, dæ?) ` 
şi analoagele; sau, concentrat, 

(7) d(Esf;) = εξ, da! 


(i, j = 0, 1, 2, 3) şi unde Ἐν, sint componentele cîmpului lectie 
magnetic F, date prin matricea, 


Fo Fo Fos Fos 0Ο —E, —E, —EH, 
(8) (F4) = Fa Fu Fa Fa e E, 0 H. —H, 
Foo Fa Pas Fa E, —H, 0 H, 
Jy Fa. Pao Pas E, H, —H, 0 
Rezultá 
(9) ἕω = — Fa; 


tot din (7) rezultă că F,; au caracter tensorial. 
Structura (8) este lesne de justificat, punind 
Fio = Es, F= Ἐν, Foo = E. 
(10) 
Fə = H, Pa =H, Fe = H; 


4. Ecuațiile Maxwell. a) Din considerații fizice, admitem rela- 
tile date de James Olerk Maxwell in 1860 ; anume cá 
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— N ας n. 


inire câmpul electric E şi cîmpul magnetic :H avem relaţiile 


(1) Hp ue Ba — LA, 
; 6 -ôt 
ὂ 
(2) div E = 4πρ, rot pg. 1858 LE a 
c δι e 


unde p este densitatea sarcinii electrice. 
Ne propunem să scriem relaţiile Maxwell sub formă tensorialá. 
b) Considerăm prima relaţie 


(3) Lp V A Lg; 


conform tabelului (3. 10) şi punind αὐ = oct, al = 
relatia (3) devine 


P νὰ — m3 
i q^, Xa, 


(4) θΗ. 4 9Ps E 9Py = 0. 
θα 0a? 043 

Considerăm 2 doua relaţie (1), anume 

| I J'R | 

| 9 9 9 1 oH 

δι Oy ð e ôt 
unde 1, J, K sint versorii axelor z, y, 2; proiectám pe Ov, 
^ ο CB, 1 9Η, 
6) eur pe Sf 
AUR" dy ὃς e ôt 
şi analoagele. Cu acelaşi tabel (3.10) seriem 
(6) OP, — OF. ος Es: Fa | OP, ' OP, ed 

da2 — Ox? θα θα δα; ' ϑαῦ 


$i analoagele. Deci putem să scriem simetric ecuaţiile (4) si (6) care 
exprimă șirul (1) de relaţii Maxwell sub forma 

Fy Ey D o 

θα" θα gu. u 


(7) 
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(ἐν j}, k — 0, 1, 2, 3) sau, cu notația 


or; OF, GF, 
8 s = 

i Ain δα T δα" T Qa 
avem 

(9) Ag = 0. 


e) Considerám prima ecuatie din grupul (2) 


OE, ðE, ôE 
10 P Ic 2 — 4m 
(n) θα T δη + θα p 
sau 

ôF ΘΡ oF 
11 20 30 — πρ. 
ον gl oază πλω. 


A doua ecuaţie din grup 


z 98, 4 
(12) ΘΗ. ôH, 1 ôE, T ρῦ, 
dy 02 c ot ο 


$i analoagele, devine cu formulele (1.16) 


(3) 


$1 analoagele. 

d) Să trecem la componentele contravariante ale tensorului elec- 
tromagnetic. Pentru metrica riemannianá ds? = gat ἀφ, între 
componentele covariante $i contravariante ale unui tensor de speța 
a doua avem relaţia, 

oa = Ipi E" 
Deci 
Foo = Jogo E” = F”, 


(14) Pa = gug,F" = — PA, 
Fie = Jaf” = Pe 
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ete. Ecuațiile (10) si (13) devin 


op? opo? 0703 
15 = Ans? 
(5) δα ri θα "S 023 ie 


ου ο ἀπ} 


(16) = 4π sl 
δαν 0a? ðw? 
şi analoagele ; sau, sub formă concentrată 
ij 
(17) ΕΕ ώς 
δα’ 


e) Forma sub care am scris relaţiile Maxwell este tensorialá. 
În adevăr, spațiul: pseudoeuclidian fiind fără curbură şi fără tor- 
siune, derivatele covariante coincid cu derivatele ordinare ; ; deci 
F, fiind un tensor arbitrar, si 


OF, 
Pur = P 
are caracter tensorial. În particular, 
OF, OF OP, 
18 A; xe - ij ik j ki 
(18) jk Ja T pos m Qui 


(i, j, k — 0, 1, 2, 3) sint componentele unui tensor; mai precis, 
la o transformare 


"n II Ü 
g = aja! 
avem 


(19) Δι m Ais iT OT . 


De asemenea, avem vectorul obţinut; prin contractarea, 


. ΘΕῸ 
20 = 
(20) pen 
adică 
(21) fef: 


Dacă A;;, patru la număr, sînt toate nule, ele rămîn nule. Ecuațiile 


(22) A125 = 0, Δρια = 0, Aoas — 0, Δροι = 0 
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formeazá primul sir de ecuaţii Maxwell, iar 


(23) f-g9,.fí—9. fi, τς φὸ 
φ' fiind un vector contravariant, formeazá sirul al doilea. 
Deci relaţiile Maxwell sint invariante în transformárile Lorentz. 
Lorentz a obţinut transformările lui tocmai din această condiție, 
fără să se sesizeze atunci importanţa lor. Ecuatiile Maxwell apăreau 
contradictorii, ca defectuoase față de grupul Galilei. 


5. Transformarea câmpului electromagnetic. a) Cimpul electro- 
magnetic F are componentele covariante F, date de 


ni EE F m η η cq 
κκ ται «Uf erdipe UB. es 


(1) ; 
νε Ap τν DH, 


unde E(E,, E,, E,) si H(H,, Hs Hz) sint cimpurile electrie și mag- 
netic. 
La o schimbare de reper 


, a 
ai = a2 4 


componentele tensorului se modifică după, legea 


θα θα . 


Considerăm o transformare Lorentz 
(2) ct = ct cha + æ’ sha, æ = οὗ shg + e cha, y — y', e — s' 


sau, cu 


qo = et, qi o ἔς, q^ — 4. pi -- ϱ 
seriem 
(3) =g" chaJ-z'" sha, αἷ--φΌ sha-L3! cha, 22-472, rs, 


de matrice 


a αἳ αἳ ad) chx sh« 0 0) 
a αἱ al al shx chx 0 0 
U 
(4) (aj) = AA aW s 
ao αἱ aa αἲ 0 0 10 
d) sl αἳ m 0 0i «0. ἃ 
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Avem deci 


| 


E; = Fis = da, = αἰαθίιο + 0105 Fo, 
= diia E. — Moale — E. 

JH, dh dai, o3 πω... 
= cho E, — sha H;, 

E o— Foo == 050 Pay = 0300 Fig + dieiP. = 
= ehaE, + sha H,, 


ὍΝ. Ὁ. aa 
H; = q^ c a$as F; = asaz t 23 -- H; 


|| 
H 


: - "m p ] 98,1 πῃ —S 
Ην = Fs = dy Εμ = 0301F 3o + agr Fu, = 


= sh « E, + cha Hy, 


H, = Fis = úa F y = 0002 F o + AE = 
= — shx E, + chaH,. 
În concluzie 
7, = E, E, = cha E, — sha H, E; = cha E, + sha Hy 


H, = Η,, H, = sha E, + cha H,, H; = — sha E,4-chaH,. 


b) Cu ajutorul formulelor de transformare (5) putem să veri- 
ficăm unele proprietăți ale cîmpului electromagnetic. l "me 

De exemplu, să arătăm că între cîmpul electric E si magnetic H 
avem relațiile 


(6) E + H = const, 
(7) E?— H? = const. 
Într-adevăr 
E'.H'—E,H,—-E,H,-E,H;— 
— E,H,-r-(ch«E,—sho« H;)(sh« E,--ch« Ην) + 
+ (οπα E, + sha H,)(— sh «E, + cha H;) = 
= ΕΠ. + Εναν + Ε.Π. = ΒΗ. 


131 


De asemenea 
E? — H”? = E? + Ep + E? — H? — H? — H 
Es — H? + (ch, E, — Sh«H;)* — (— sh« E, + ch« Hy + 
+ (cha E, + sha H,)? — (— she E, + cha H,} = 
= E; + E; + E — Hl R Repre. 
c) Presupunem că în sistemul inițial 


(8) Ε-ο,  E—-—ygnal, 
m 


unde r este vectorul de poziție şi u un coeficient. Avem explicit 


(9)  H,—H,—H,—0, E, yu 2, 


E, =pl -g 
pto tea Jg 
Dupá o transformare Lorentz, prin formulele (5), avem 


(10) H; = 0, H; = y sha κ H, = — ucha Y.. 
1 


Mărimea cimpului magnetic generat de curent in miscare este 


Gu) E =VEZȚEZȚIEZ <a ma PE 
3 
(25-9? -- 22)? 
Pentru viteze v, miei, 
sha — tha — κ; 7 
6 


Obtinem formula Biot-Savart ivá i 
UN RE dx relativă la cîmpul electromagnetic 


(12) H= g sinb i 
e y 


? 


unde ϐ este unghiul format de raza vectoare cu axa Ox a miscárii 
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II. TEORIA RELATIVITATII GENERALE 


C. ECUAȚIILE EINSTEIN 


1. Forma complementară. a) În cazul relativităţii generale avem 
o metrică riemanniană, adică de forma 


(1) ds? = g,da/da! (i, j = 0, 1, 2, 3). 


În teoria relativităţii este obişnuit să se noteze tensorul funda- 
mental al spaţiului riemannian prin g;;; evident, gı; sînt funcţii de 
coordonatele αὐ, æt, z?, x3 dar în cazuri particulare pot să fie funcţii 
de o parte dintre coordonate sau chiar constante. 

O primă ipoteză la baza teoriei relativităţii generale este aceea că 
într-o primă aproximaţie, metrica (1) are forma relativităţii restrânse 


(2) ds? = — (da?) + (da)? + (da?)? + (ἀα9)} = Juda'da’, 
unde 
(3) du — 0(i zj) ja, m = 1; Iaa = l1, 


(ἡ j, =.. = 0, 1, 2,3; œ, Be.. = 1, 2, 3). 
Există deci un sistem de coordonate în care forma (1) să devină 
(4) ds? = — (da9)* + (da3)* + (da?)* + (da?) + yyda'da’ ; 
vida! este o formă pătratică complementară, cu coeficienţii funcții 


de zi, de modul foarte mic, în raport cu unitatea, ceea ce scriem 
sub forma 


(5) [γω] « 1. 

Avem atunci 

(6) θυ = du + Yu- 

Metrica (2) este păstrată într-o transformare pseudoortogonală. 
b) Considerăm transformarea infinitezimală 

(7) pi = a + Ea, al, a, 29); 
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spunem că transformarea este infinitezimalá, in sensul că 


Vom aráta cà transformarea (7) păstrează forma (4). Avem din 
(7) si 


wi — [^ " ΄ . ἃ 3 
g = w ξ'(9θ, αἼ, gm α’ | «1 
| 
Deci 
: QE" 
dz! = dai + — dag 
δα” 
gi 


ds? = — (da?)* + (da)? + (da + (de?)? + γη dai da! = 


— (dg)? + (dal): + (da/2)* 4. (da'3)? + yy da" da", 
unde 
qeri 
Fl gen T" 
WM = Yw a ^ og" U^ f 


deci satisfac condiției 
TOR 
| Yu] « 1. 


Ín cele ce urmează, considerăm coordonate apropiate acelora care 
păstrează forma (9). 


2. Ecuațiile Einstein. a) A doua ipoteză, de bază în teoria relati- 
vităţii generale este aceea că tensorul Ti: care dà ráspindirea si 
miscarea energiei inspatiu decurge din geometria acestui s patiu si anume 
este dat de ecuaţiile Einstein 


1 

(1) — XT, = Ry — T Ryu, 

unde Τι sint componentele covariante ale tensorului energiei ΤῸ, 

R” sînt simbolurile Ricci, R invariantul Ricci, obţinuţi din tensorul 

de curbură Rh; prin contractare 
Ry = Ry, R= ο = Ri 
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iar x o constantă pozitivă. Rezultă că tensorul energie T, este 
simetrie. l . 
πι energie impuls T, este determinat de nea d dd 
lor. Cimpul electromagnetic P; nu influențează proprietățile spa- 
tiului şi timpului in teoria relativității generale. aiH 

l b) Justificarea teoretică a ecuațiilor Einstein este următoarea. 
Plecăm de la identitățile Bianchi 


a — 
RW; Rimi + Rin 0. 


j şi LORh,; — Ra 0; eontraetám ου 
Facem ὦ = J ŞI avem Toa "p" Fia; Ea, 0; cont c 


a n i Di DIN ... . ay amy --- l: 
qi” si obtinem RR, + g” Eja; — Rp, = 0; punem η ; 
K; l E "num == Ελ τες A) 
sau 
(2) R ο RI 
Considerám tensorul 
Dk R ] Ra; 
| 2) αν) — It — ut tlij ; 


i M ee a Rò? ; derivám cova- 


9 
ai 


is CO E Diem 
contractăm eu g'" si obținem Ri - 


η Δ. = ντος à vu. 
riant în raport cu 4 
p" — pn ——R,=0 
vj m — Ati, m o να 
ad 


Ridicăm indicele, inmultind cu g^: 


nit *m  PERLM . 
g^ Rj = 46 9 
Geci 


(4) Ελα" = 0. 


Avem însă si 
Γρ]... 0 


(5) Lm 


relaţie eare exprimă legea conservării energiei. 


Este natural să luăm, in modul cel mai simplu, pe 7*" propor- 
fionali cu R**”, de unde, trecem la coordonatele covariante, tinind 
seama de (3). 

c) Dacă inmultim ecuaţiile (1) cu g'" şi apoi sumám în raport 
cu 2, obţinem 


(6) ELS LESE 


facem m = j, ţinem seama cá δὲ — δ) + δὶ + δὲ + δὲ — 4 şi notăm 


(7) Tag” — T, Ryg” = R; 
obținem 
(8) Β-χΤ 


şi din (1) avem și relaţia simetrică cu ea, 
1 
(9) E; = -x(Tu S το). 


3. Geodezicele în relativitatea generală. a) În teoria relativităţii 
generale presupunem cá tensorul energie impuls ΤΊ este datorit 
cîmpului gravitational, care se manifestă prin coeficienţii gą ai 
metricii, deci este caracterizat prin comportarea liniilor geodezice 


{λων k Y da! ἄρ 
5 ΝΣ 
23 


ds? ds ds 

Liniile geodezice se deosebesc cu atit mai mult de drepte, cu cît 
cîmpul gravitational este mai puternic. 

Prin ecuaţiile Einstein 

Y 

(2) κλιπ Ry — 3 P9: 
tensonul energie impuls 7” depinde de metrică. | 

b) Studiem cimpul gravitational într-un sistem de coordonate αἱ 
pentru care metrica este apropiată de aceea a relativităţii restrinse 
(3) ds? = Jy dai dai = — (da?* + (da)? + (da?)* + (ἀαϑ)». 
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sau 
(4) gy = Su + γω} 
yu tu | ant neglijabile în comparaţie cu 
da! dd κό 
unitatea (deci cu termenii finiti). . 
Coeficientii conexiunii metricii (3) sînt daţi de 


k E3 
(5) |; ἢ — (ijl), 


unde 


admitem că γὼ} 


Yii 9 θγη 
m" 1 0g 0g ὅθι; 1 9 Yli Yu, - ) 
(6) (90 -5l TEE δα οἱ θα θα — om] 


deci (ijl) sint infinitezimali de primul ordin ; rezultă ο 
y " o s " 
să inlocuim pe g'" prin 4". Atunci 


ă în (5) putem 


= ἂν 8, ἃ 
k ρα „„ (+ pentru Καὶ 1, 2,3, 
(7) (; ο cn ο αμα» 


e) Ecuațiile diferentiale ale geodezicelor 


qub δν de 
(8) σ do do 

d? da? da? —0 
9) do? K rr do i 


1 g, D2=9y, V? [=z] 0-18 (ca să 


unde x = 1, 2,3; αὐ = ct, € a j 
avem parametru real) ; deci, dupá (26) din A.5 


6 1 v? 

Low da? dat v dă 
== ------ Tg... 

P "ἅς. 5 Qi 
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$i neglijind termenii de ordin Superior, 


0 
(11) do x car, 42 


ete. Apoi 


dal " 1 da 


E: (ja κ da! da! (i30) dai da! da 
1 ier 
(da)? do A ls ds do ` 
Neglijăm produsele 
da^ da? 1 da* da 
do do c dt dt 
$i analoagele, de ordinul al doilea; avem 
da? da? da? da? 12 
— D --θ(βί I. (000) | E 
do do,: do do do 
iar din (11) si (6) 
ο. (iaw lo ὄχω da 
e ge ο o 9 202 ðt αἱ 
E. ( 1. Όγαρ T^ Oy... δγραῚ d da? Y 
ο ôt θοῦ ΤΊ b. ay 
deci 
(12) μες ΘΝ 
o ow 


mes acd ο. 


4. Problema fundamentală a relativităţii generale. a) Avem ecua- 

{116 Einstein 

1 
(1) — x Ta = Ry ---- ἔφυ 
au 

bw l 

(2) ο... λα, — — Tu]. 

2 1 


Calculăm simbolurile Riemann de prima speță 


R 1 / ὅτι : 99 929 0 
ijkl pra ms sau om ο mt d ai ei ορ D i 
a 2 | 0a Qa* 82504! 0202 


-- ο [(jkr) (ils) — (jir) (iks)]. 


Neglijăm produsele din ultima paranteză, fiind de ordinul al doilea, 
conform eu (6) din 3. Rezultá 


4 32. Aa 
1 | Oy, t. L 0 Yik 


" 3 
(3) Bug -- Is WP 
OEH GEMOET 


a 


; Y TEES. » i οι πμ. 
Contraetind cu g^ si punind g? ~ δ”, obţinem 


înlocuim în 
cu derivate 


τω fi 


id αἱ 
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Dar sistemul (4) nu este rezolvat pînă acum. Simplificám pro- 
blema fácind unele presupuneri suplimentare, compatibile cu reali- 
tatea, fizică, pentru care rezolvarea matematică, este posibilă. Înainte 
de a trece la acest capitol, vom arăta, că mecanica, clasică, este subor- 
donată acestui fel de a pune problema. 


5. Cazul newtonian. a) Ipotezele simplificatoare în acest caz sînt : 
γω nu depind de timp, adică sînt staționare : 


(1) γω = Yu, αὖ, 23) ; 


Yu Şi derivatele lor se anulează pentru 7 — oo, r fiind raza vec- 
toare OM; 


tensorul energie are o singură componentă diferită de zero, anume 
(2) Του = μον, Ty=0 (iz Î) 
μ fiind densitatea masei. 


În fond, conform formulei energiei 


ἘΠ ie μοᾶ 
iar 
- Too = gogo T" = dug T! = I oo οὐ T = T. 


(3) T = gi Tu = g” To = — uo? 
gi 
1 0 pentru αὶ πε j 
(4) T, —— Tg; 11 " qu 
2 gee pentru i=j. 
Rezultă 
(5) By =0, Ru = — es 
b) Pentru i — « (x = 1, 2, 3), j = 0 avem Rao = 0 şi operatorul 


LJ se reduce la laplacianul Δ; iar după (4.4), pentru j = o, k = 0, 
ţinind seama de faptul cá y nu depinde de 20, avem 
ο 


Ai ne ; 
Test ο 


140 


ivám î i schimbá i ei şi scădem ; 
Derivăm în raport cu αὖ, apoi schimbăm pe «, β între ei 5 ; 


avem 


9 9 
AY, Aygo = 0 
gb Yao Jar Ύβο 
sau 
Yao _ deo) — 0 
(6) (55 ch 


Deci expresia din parantezá este ο funcţie armonică ; dar pos : 
funcţie este nulă pe un contur şi armonică in domeniul interior, a 
ea este identic nulă. 


OY |. a : 
Am presupus că γι), η tind către zero, pentru r» — co, 7 
θα 


fiind lungimea razei vectoare. Atunci ecuaţia (6) admite soluţia 


Yao _ Yeo, 
a | Oa 


(7) 
Pe de altă parte, ecuaţiile (12) din $3 devin în cazul staționar 


dia” _ 62 ὄγοο ο ο i 
df? 2 δα’ EY 
şi prin relaţia (7), 


d'a* ο doo, 


(8) dt? 2 0s 
c) După (5) avem Roo = — F uc?, iar din (4.4) 
(9) Άγου = — xgc*. 


Am obţinut pentru Yoo o ecuație Poisson, care are solutia 


xc? u(y, 9^, 9?) aua aus qus 
Q0) γω(αὶ, αν, 20) = 7— (N πα ΡΟΗ 


ρὲ = (αἲ]-- g?)* + (αἲ — y*y* 4» (αἳ — gy. 
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λα A 
Tinind seama de (8), avem 


d?ag” A EEI 
(11) ii καὶ oð μ(ν', y?, y?) 
di? em θα ρ 
Putem sá alegem v ici 
tem să alegem valoarea coeficientului x astfel ca să avem 
S „Să ave 


ς da? 5 
(12) OTT. ῄ 


s E Iv 
| 


dz θα’ 


- αγ’ dy? dy’. 


| : dy dy” dy’, 
e 


k find constant: TP 
l constanta gravitaţiei universale; dar 


13 : 
(13) γ --ᾖ W — dj! dy? dy? 
D 


e 


este potential Ws. PA cur Es 

în “ος pialul gravitației universale. Am obţinut ecuatiile miscárii 
cazu oMm P απο y Y ^|ouatu niseár 

I jt l eimpului gravitational newtonian tiile mișcării, 
Amintim că μας ao αντε 

PO dmn ie V este ο iuncţie armonică în exteriorul unei supra 

Mis diens se care înconjoară punctul P(a1, 2, φῦ). Pentru ολα te 

acestei suprafeţe, V satisface ecuaţia Poisson | tru interiorul 


lar 


oV. -— k r " yi — "n 
3 So " wA auno o ff 
"p | - t 03 doe 


ete. mnt € Map mente αἱ I & pivi: S € Di cu t ui 
SIN ompone tele atractiei ) care i 191 1 
mate € a ^ T1 1 τὶ ] a j qos ow ALE 1ος exercit a8u pr: i 
Mr νυν. rial le > Masa | p asat in £ 3 pe O ID: ἢ de ns i : si ici r; lá 
[ Ur ? UN 3 up Le spinditá 1 n D NA RIN TI , =: ν v de Sltate vai Abilá 
PYAA, N ewt " A noc & bi pr esu pun nd eo atr ac ar avea ioc αι pa 
em C € Newton. Aceasta expiieo imeie de Di te al le M onia i ] ad 
lk A l £ t AX] nt el À JUS newtonian 
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D. METRICA SCHWARTZSCHILD 


Baur v 
ierica. ὁ 


2. Coeficienţii φ nu depind de timp, adică de α”. Spunem atunci 
că metrica (1) este statică cu simetrie sferică. 

b) Evident cá x° = const, deci da? — 0 ne conduce atunci la ο 
metrică in cordonatele zi, a?, a? invariantá într-o rotaţie. 


Trecem la coordonate polare in spaţiul euclidian deseris de punc- 


tele de eoordonate variabile qi, 2, αὖ) anume 


(2) pi — rsin0coso, 4? rsinO sing, αἳ = r 0080, 


de unde 

(3) (dat)? + (da?) + (de?) = dr? + r(d0? + sin20 de”). 
O formă pátraticá invariantá într-o rotaţie, adică pentru 7 = 

— const, este deci de forma 


d$? = gy(r) dr? + fir) (4€. + sin?0 d 9?). 


variabilă, luăm pe f(r) ca variabilá indepen- 


Printr-o schimbare de 
punem γ᾽ in locul lui f(r): 


dentă în locul lui r; pentru comoditate, 


d$? = gu(r) dr? + (d + sin?0 dọ’). 


ϱ) Forma (1) devine atunci 


p * " P ο, 
ds? = gold?) + 280: ἆαθ dai + ds?. 


Printr-o transformare de coordonate putem să anulám coeficien- 
tii Jo- Interpretind anularea formei (1), in care punem ai in loc de 
dai, ca ecuația unei euadriee în coordonate omogene, această anulare 
revine la a lua o cuadrică cu centrul în origine (1, 0, 0, 0), deci la a 

. o . 
trica d$?. Avem deci 


translata axele zi, αὖ, 5, ceea ce, nu schimbă met 


ds? = gold) + Ju d? + (4 83 + sin*0 dọ’). 


(4) ds? 


numai de r, metrica fiind invari- 


ficientii joo Și Ju Sint 
7 ru r = const. 

. eg un principiu al 
ă de metrica relatività 


teoriei relativității generale, 
i restrinse 


? Ld? + 77(467 + sin?0 do?) 


prin termeni de ordinul al doilea. Deci go este aproape —1 si 9, 
aproape 1. Punem 


(5) doo = — e^, Ju — e", 


A si p fiind funcții de 7, anulindu-se simultan, pentru o anumitá 
valoare r, a lui r. 


Revenim pentru uniformitate la notatia zi a coordonatelor, punind 
(6) a =r, gh, «15 es e, 
Avem atunci metrica statică cu simetrie sferică, 
(7) dẹ? = — ολ(άαθ): + e^(days.. (2%) [(da?)* + sin?z?(da9)2]. 


2. Curbura metricii statice cu simetrie sferică. a) Considerăm 
metrica cu simetrie sferică (1.7). Pentru ca această metrică să fie 
relativistă, trebuie să satisfacă ecuaţiilor Einstein. În acest scop 
trebuie să calculăm curbura, 8i tensorul Ricci. Avem 


(1) doo = — 6), fue, ga = (9), δα = (21) sin?g? 


şi restul coeficienţilor nuli ; de aici 


(2) 9 = | 9u] = — et (gf sig 
şi 
1 1 
3) 00 — — ρ-λ 1l gu da a 38 — b 
( g | 0 | 0 "T g (23 sing vA 


Caleulám simbolurile Christoffel de prima spetá, conform formulei 
T 1 (gi 0g; 0g; 
4 ijk) = MM νι ς 
(4) (33) 9 s 0a i] 


Și ţinem seama că σι; depind numai de al, afară de g4,, care depinde 
şi de g?. Avem 


T, dete ο. 
(001) — ZA, (010) = — ολ, (11) = gt 
(5) (192)— 2. (133) =m βίπ;ᾳ᾽, (991) = — qi, 
(233) = (21)? sin a? coga?, (331) = — gi sin?g?, 
(382) = — (ay sin z? cos z? 
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la care se adaugă simbolurile egale, obţinute prin permutarea 
primilor doi indici. Restul simbolurilor sînt nule. Avem 40 de 
simboluri, dintre care trebuie să-i reținem numai pe cei cu doi 
indici egali şi al treilea 1, la care adăugăm pe (233), (332). Această 
observaţie reduce calculele. . 

b) Calculăm simbolurile Christoffel de a doua speţă, conform 
formulei 


(6) f ) = a'*(ijk). 
1] 


Plecăm de la formulele (5), ca să reducem numărul de încercări ; 


obţinem 
1 λ’ 0 M 1.3 ὦ 
= — e-t, = —, ος, 
00 2 01 2 11 2 
2 TT 8 e e = eter 
(7) 02) α 113) αὐ i22 
( 8 = etg æ, ( i )- — ale" gin?g?, 
2 ὃ 3 ὃ 
2 
( )= — sin 2? cos 2?, 
33 


Ceilalţi coeficienţi sint nuli. 
c) Apoi avem din 


19-9. 909-0) 


RTI, bao o κ 


(9) Rp == Ri E 
Rezultă 


| 
| 


şi tinind seama de (7), obţinem 


d S 
g 
MEC NÉ. AM atA Ῥ 3 | SY d i s 
10 Ryo = e-"| — 1 -- | x): Jug = ———— + s xm 
(10) 00 ΡΕ. aimi ig "38 dai 3 «| is 9.s]A8 iJ 


; pi 
De agemenea 9 


i afi | Qai c αν 1) * l2 
TP i A 
A ab as FIEL | $ AM LÉS M SY. {119 {9 "A 
ud "m Fha Jt ) h SM d | +, η] | b 3) le a) 7 {3 ο) ls | mih s) E 


f 
1 (15 2 «ο e 
| 13) Rao == R Sin^a^ 


a 0 a) ος) ns aad 
10 12 GUN ES 0 di n | »—- 
em 55 δα d 01 11 | Veielalte componente ale tensorului Ricci sint nule.. Rezultă că 


1 á τ. : 5 
] torma invarianta 


XT AK. [ok Y Ge | i 
s E. m. --- : | (14 ὁ = (ΔΙ mi l2? cu 
ur $ s A La o) A η) 1 9 15)" ) ) = Ry da dai = 


— P (012 1. Ἱ t d 23€ :;in26( 5 J 
= hodt) -+ Rauld)? + R,,[(da?)* + sin?0(dz3)?] 


λ rr "ue λ' μ΄ M l ή 
της y D MK ali -ἰ- --- , j unde R; sînt functii numai d te d i 
(11) - 3 ale, di τα unde τν sint funetii numai de g! este de asemenea, o formă cu sime- 
2 trie sferică, l 
| d) Tinind seama de 


În continuare 


Bol aU» 400 7 | 4p 22 33] 
ἐν = g” Iu, = α΄ Roo + ga Ra g^ Es, + 9?? Ras 


j 


3. Metrică statică relativistă cu simetrie sferică. a) Am obţinut 
metrica 


(1) ds? = — e(da?)? + e"(da)* + (21) [(4α7}᾽ + sin?z?(dz*)*], 


unde ? si µ sint funcţii de a! pe care trebuie sá le ο... p 
condiţia ca; să fie satisfăcute relaţiile Einstein. Cea mai simp i ipotez 
in care putem sá integrám ecuaţiile Einstein, este cá tensoru ας 
este nul, T? = 0, deci, conform ecuaţiilor (10) din 0.2, simbolurile 
Rieci sint toate nule, adică 


+I 19, , Li ’ n R2 Au μ΄ 
λ A? Au AT y -0 
2) a e τος 0, (3) 2 τα 4 qi 
λ΄ — yu d - 
— 16| πο | > 0. 
(4) 1-6 ( z 


b) Din aceste relații vom determina pe à şi pe p. Din (2) şi (3) 
rezultă 


(5) A c =0, 
deci A + u = C. Dar à $i u se anulează simultan. Deci 
(6) µ-- -- X 
Relatia (4) devine 
— 1 4- e1 + xat) = 0, —1-r(mey-0, se = at a, 
a fiind o constantă; deci 
a 1 


(1) eie rd (8) euet 


c) Rámine de arătat că soluţia verifică si ecuaţiile rămase (1) 


şi (2), echivalente între ele prin condiţia (5). De exemplu, (2) cu 
p —A devine 


X 
"4A" --δ--- Ξ 0. 
κ” }- Na + 2 
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Dar 
= (i 4), T Med i »"n α(8αἱ — a) 
qt aMat— a) (43)? (at — a)? ` 
Atunci 
W t gA 
(at)? (a — a) pri , 


deci sistemul este compatibil. Obtinem metrica staticá central sime- 
trică a lui Karl Schwarzschild (1916) 


(9) ds? = — (: - Aer Fs (de 
gi a 


I 
dar 
aq 


+ (21) [(da?)* + sin*z*(dz3)2]. 
d) Coeficientul a depinde evident de masă, deoarece cîmpul 
gravitational intervine prin coficientii g,;. 
. Reluám teoria aproximatá a relativităţii. Am stabilit formula (12) 
din C.3; 
d'a? δα, È dop Όγαρ da? 
di? ôt 2 δα” dt dt 


F { ΟΎβο _ 2x] da^ 1 doo da* 
δα.  óOg]àt 2 δι αἱ 


care in cazul staționar (γι; nu depind de t) devine 


i δα” δᾳ8) dt ` 


d24* οἳ ὂν Q^ Q^ da? 
(10) — €. Yes | of 0Ύβο Όὄγα 
dt? 9 δα” + 


Pentru metrica (9), γαρ = 0. Pe de altă parte metrica (9) este 
scrisă în coordonate polare iar α΄ din (10) au semnificația coordona- 
telor carteziene ; să le notăm cu y*. Atunci 


(11) Ap ὃ Yot. 
d? oy 2 
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E 


3 ^ SET , k zi jalal LA. 
Deci cîmpul gravitational posedă potentiatut z Το 
Deoarece 
1 - 1 Ί 
---.1--γιαΞ---[]ι----], c-r, 
foo Γ i100 | gi 
avem 
6 . 
(12) Top ----; 


ios si ἡ νι nardează. identiticăm (12) 
deoarece mecanica, clasică si relativistă se racor dează, identificăm (12) 


cu potenţialul newtonian 


1 ac? km 
Ly @ ΞΞ----------. 
9 100 op y 


; : να ka MEO 
Obtinem interpretarea fizica a constante, & 


2km 
(13) 3 
istemului solar, m din formula (13) este masa 
De exemplu, in cazul sistemului solar, m din formula (13) 
3 E 3^^ 
Soarelui, egală eu 2-1033 g. Obţinem 


(14) a 5 


/ 


istanță foarte mică Y Ον ολ 
e aa a. Pămînt — Soare, r = 150 000 000km,. avem 


|! 
bt ᾱ 


p fiind diste 


in raport cu dimensiunile cosmosului. Astiel, 


Deci pentru a z 0, curbura metricii Schwarzsch 
zero. Pentru a = 0 regăsim metrica relativităţii 


Practic, există o valoare r, astfel ca în interiorul sferei cu centrul 
în origine şi de rază r, se exercită gravitația si aplicăm teoria rela- 
tivitátii generalizate. În afara sterei, gravitația este insensibilă şi 
tinde către zero, deci aplicăm teoria, relativităţii restrinse. Această 
concepţie corespunde modelului fizic al sistemului solar. 


e) Deoarece R; sint nule, şi invariantul Ricci 


R = g” Ry 


este nul în cazul metricii Schwarzschild. Dar curbura nu 'este nulă 
Curbura varietátii riemanniene nu se măsoară cu invariantul Bicci. 


Să arătăm de exemplu că cel puțin Ri este o componentă nenulă 
a curburii. Avem 


9 
(n (a) 3 
s. ορ ὡς 
κι δα ο θα Tla ο) 5 3] Vs 8]18 2 


Din formulele (7) din $2 pentru u = — A avem 
2 2 Hn Cg 
7X Vi ) = — gin 4? cos z?, | = 0, 
"A 3 5, 0 2 


ia viV 
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A. Geodezicele metricii Sehwarzschild. a) Considerăm un plan 
care trece prin origine (2! = 0); din cauza rolului simetric jucat de 
aceste plane, presupunem că am ales coordonatele astfel ca planul 


Η el ins T a 
considerat să fie a? = —. În acest plan avem coordonatele polare 
2 


at, a? funcții de αὖ, cînd punctul descrie o curbă în plan. Considerăm 
o geodezică a metricii Schwarzschild care trece prin două puncte 
arbitrare A şi B ale planului considerat, condiţii prin care geodezica 
este determinată. Deoarece variabila a? intervine în metrică numai 
sub forma (da?)*, rezultă că simetrica geodezicei în raport cu planul 


π ΜΉ " "M ; NEN 
4? = —, determinată de aceleaşi ecuatii diferentiale, coincide cu 


prima geodezicá ; deoarece prin douá puncte trece o singură geodezică, 
cele două curbe simetrice considerate coincid; pe de altă parte 
punctele A şi B au fost luate arbitrar, deci toată geodezica este plană. 
În consecinţă geodezicele sint curbe plane, al căror plan trece prin 
origine. 

b) Căutăm deci geodezicele metricii Schwarzschild 


(1) ds? = — G — 5] (da9)* + B d 
al TRÀ 
gl 


+ (a1)? [(dæ?)? + sin*a*(da*)*] 


cuprinse în planul ecuatorului 


2 q^ = SA 
(2) A 
Metrica devine 
mlYy2 
8) ἀᾱᾱ-- (: - ee (QUY p (any (asy. 
a 
Ld 
Geodezicele sint date de 
= 0. 


d?a* E. dai da! κ 
do? ) 


152 


k 
.] sint dat iE ic $ 
ate de (2.7) pentru 2? = ri u = — X. Obtinem 


LENS s |n $4173 
2 3 η! 
13) μα] η’ σα ο πλ... 


$i restul nule. 


Pentru k = 0, 1, 2,3 si 23? = g ν 
7 --- f S = — ii i i 
;,1,2,8 şi a ecuaţiile geodezicelor devin 


da, da dat 
do? de dc  ' 
δα PU 


da? N /daye 
μα - 2 (ae [Aaa 
iy^] osa] n) mh 


d'a , 2 dai dai 


Prima si ultima ecuatie sint de forma 


d da? "d 
λ da? 
Tiu dc ) i do [ων do | TT 


Avem deci douá integrale 


(6) ea d = A, ο A κα 8. 


do do 
c) Deoarece vecto Bw 
rul Se transportá i i 
DIR ai E 
i X "m p prin paralelism de-a 
ungul geodezicei, el are o lungime constantă 
dai dai 


(ip => =C: 
"ας de ; 
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deci, conform metricii, sub forma (3.1), 


A da* y m da! mt ο rb 
e "ασ κα dc do 


eră N Pare d ee badea 
deoarece ds? « 0 în cazul relativităţii restrinse (A.5.d), propr pep 

LUC j J a 3 I 3 : . ών I | 
este păstrată prin racordare, în relativitatea generală, deci € < 
Rezultă 


Sau 


1 


l2 1 H 11 nnvveonate polare 
t d i m Vs ` i7 C01 ςΘΟΟΥΟΟΠαϊτί )041 01 
Aceasta este ecua tia diferent iala a geode 21661 1n C raon 
LUCAB ULA SUC Όσα U i 


^ Pa jd s » 
a =r, x? = o în planul α----. 


d) Notàm 


(9) T =A, ποτ B. 


Avem 
T 15 
μ a VB : 1 
(tu; 2 de " | pi] 
(7? do 4 
Punem 
1 
11) Q ες — 
(11) : 
a i 
latiei (3.7), că ολ = 1 — —. Atunei 
i conform relației (3.1), că €^ = : 
și ţinem seama, conform relaţiei (3.1), » 
do M A ir, -- 
(12 [SE us A, + (1 — αρ) (P, ) 
z d do 


Deoarece ds? este negativ sau nul, avem 0 « 0. Atunci 


(13) Ἂν 30 20. 


Ὅς 


Din (12), prin derivare in raport cu q, avem 


, dg d?o do ς do 
28 — P tat (Βι- en. (p — αρ) -mE 
do dọ? do dọ | 
3 d?o (li s. 3 > 
(14) D = Bi ϱ + — αρ”. 
do? 2 2 


5. Hotatia orbitelor planetelor. a) Am obtinut ecuatia dife- 
reütialá a geodezicelor 

F d?o 1 
(1) bn 


T => p H ap! 


dg? p 
iu planul z* = — al ecuatorului. Am pus 
4» 
= 2 3 
(2) p= ο ο ο gea 
a. D, 2 


b) Integrám ecuatia (1) prin aproximații succesive. Neelijám 


in primul rind, ultimul termen, deoarece p = — fiind mic, 


p? este 
r 


de al doilea ordin. Obtinem 


(3) d*p 1 


(9 


cu integrala 


1 
Pol) = — + L cos (o — 0). 
p 
| ἡ " 1 1 
Printr-o rotaţie luăm 0 — 0 si punem e = Lp; deoarece r — 


f 
g 
da Verri 
; D 
(4) r———1 


l--eco89 


Deci, într-o primă aproaimaţie, geodezicele sânt conice. 


c) În a doua aproximaţie, punem 


ple) = po(9) + ρι(φ) 
si înlocuim în (1), tinind seama că po este integrală a ecuaţiei (2). 
Obtinem 


La m — pı + α(ρο + p); 
do? 


e, fiind de al doilea ordin de mărime faţă de ϱ, îl neglijám în paran- 
1 - ^ 
teză. Rămine 


A Pe cp loa e — pı += (1 + e eos gy 
- dọ? p 
e? 
dea n M e? 2e eos t ου}. 
(5) des + ρι = p? (: + 2 E q 9 


d) Amintim că integrăm ecuaţia diferenţială de tipul 
y" + y = a + b eos 23 + c co8 v; 
considerind initial ecuaţia 
y” +y=0, 
deci 
y = A cos & + B sin c 
şi adáugind integralele parțiale ale ecuațiilor 
y” +y =a, y” +y -— beos2v, y” +Y = 0668 d, 
adică 
: 2 ? sin a 
1-9, Va — di ua ys = 2 

Deci 


b € : 
j A eus ὦ ή, Baia + d oos + y mnc. 


- 


Din eauza formei ultimului termen solutia nu este periodică. 
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e) Deci integrala 
& . 
(6) ρι(φ) = — e sin e 
p 


nu mai închide elipsele planetelor, in sensul că nu mai ajungem in 
punctul de plecare de la o = 0, după o rotaţie a razei vectoare r 
de unghi 2x. Avem atunci ecuaţia orbitei cu corecţia acestui termen 


1 -|- € cos e ae 


; 1 e d ud 
P = Po + pP = + ο] 
p p p p 


a fiind mie in raport cu p. Perioada lui p este acum 


20 μμ 
PNE... p 
p 
Deci planeta se roteşte în planul ei cu unghiul 
(7) patee μπα 
p p 


Unghiul este sensibil mai ales pentru planeta Mercur ; conform 
calculului obţinem s = 42" 9 pe secol care este foarte aproape de 
valoarea observată, de 43''5. 


6. Curbarea razelor de lumină în cîmpul gravitaţiei. a) Razele 
de lumină sînt geodezice de lungime nulă ; deci corespund în ecuaţia 
(4.14) pentru C = 0, deci B, = 0, p = 0. Avem deci 


d?p 3 
1) = — αρ, α-- — à. 
( dọ? ed αρ”, = 
Neglijind pe e?, avem ecuaţia 
d2p 
Tp-0 
deg? i 


cu o primă integrală 


ρο(φ) = L cos (e — 0) 
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á d MTM 1 aus Pentru e = — ^» œ conform formulei (2), deci p — 0. În veci- | 
intr-o rotaţie, anulăm pe U; pune == >= pi e 9 | 
sau, printr-o rotaţie, | o | 
j a : κ A TT | 
nătatea acestei valori, punind o = + δ, deoarece 
, 9 i- 95 
l i (0 | 2 
2) fu ==]; l= — = Το(0). 
(5 coso L ci ^ 
Sin | — + 3] & eos 9: a- 1; eos — 8] — — ain 8m 8$ | 
Deci Într-o primă aprozimaţie, traiectoriile luminii sint drepte. iei > E J i 2 ; : | 
Li " ote < J 
F soluțiile ecuației complete, | 
b) Trecem la a doua aproximaţie, luînd soluţii | 
e ^ AXAT 311 4 | 
sub forma l avem din (4) | 
SOME 
ole) = ρο(ῷ) d e (9) 8 ος | 
is Bur es pea | 
Obtinem l — 1 3p ' 
(15ο i DS ah pea 4 
— E. aes bad 917r €*8o = să 6 E decl | 
do? ; | 
ina antezá c, in prezenţa lui pọ Avem soluţia (5 8x 
neglijind în paranteză pe p, in prezent du: | 5) M 
Q Pr Rex = (i 4d sin? 9). T Le . . , A E . 
(3) : 31: Pentru ọ = obținem asimptota curbei (4), deci o dreaptă (2); 
| 
În adevăr, pentru ecuația curbarea, razei față de direcţia iniţială a asimptotei drepte este 
Ok dată de unghiul 
= k cos? = — (1. + Cos 33 
2 i - 4o 2a | 
(6) 20 g —— = | 
i i e orm: 3l r(Q) | 
avem soluţia particulară de forma ) 0) | 
4 = 2 + h sin 2x + leos 27; adică, tinind seama de (2) si (2) din $5, 
5 9 
(t 
D «κε a 68 (4) DA T | 
obtinem h = 0, l= ; r(0) 
i. k "m ἱ » : | 
[ h : 2 — -L — sin?r ; Valoarea caleulatá, de T4 coincide cu cea observată ulterior, | 
4 ^os 9p = — (1 2 sin: Ü x A 3 | 
y ——— Miaj "^ go 3 5 in 1919. | 
2 D x | 
deci 7. Deplasarea spre rosu a razelor spectrului. a) Considerăm un 
k 1 + sints) punet fix S, Soarele, de masá m şi un punct mobil P, Pămiîntul, 
y= 2^ τ ο. de masă neglijabilă. Fie o sursă luminoasă, pe suprafata Soarelui, | 
E avind perioada oscilatiilor luminoase egală cu τ. şi lungimea, de undă | 
c) Tinind seama de (2) si (3), avem corespunzătoare 2,; le-am notat astfel | deoarece sint raportate la un 
i sistem de referintá cu originea in Soare. Fatá de un sistem de refe- 
[t 4 z m. E E 
a) —— SEAT abe d do gimp rintá cu originea pe Pămînt, ele devin τ,, ^, aşa eum sînt percepute. | 
(4 ΝΘ ] : 312 E j 
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Legătura dintre aceste mărimi este dată de metrica Schwarzschild 


2 
(1) ds? = -- e( — A di? + A + r? d0? + r? sin20 ἀφ᾽, 
T 
en 
= 


presupunind Soarele aşezat în originea O ; am notat 


E 2km 


(2) a = —. 
c? 


Fixăm raza de lumină punind ϐ = const, e = const; pe rază, T 
depinde de i conform formulei (1) în care ds? = 0. Obtinem 


(3) --2). 


Obtinem astfel viteza radială a luminii în punctul situat la distanța r 
de centrul Soarelui. Această viteză este deci independentă de timp. 
Rezultă că două impulsuri luminoase de pe suprafaţa Soarelui, la 
intervalul de timp τ, unul de altul vor ajunge pe Pămînt separate 
prin acelaşi interval de timp τε, observat de pe Soare. 

b) Considerăm acum un punct Q(r,0, o, t) si altul vecin 
Q'(r, 9 - d0, o, t+ dt), deci in acelasi plan meridian (fig. 9). Distanta 
spatialà do — QQ' dintre evenimentele corespunzătoare punctelor 
Q, Q' este dată de (1) cur = const, o — const si din nou ds? = 0, 
deoarece Q' fiind poziţia vecină a lui Q, 
drumul QQ' este o traiectorie à luminii, 
deci 


dc? = r? d0? = et — =] dt?. 
i 


Obtinem viteza luminii in direcţia QQ', 


(4) όσα {1 E zr 


Notăm cu Z lungimea parcursă de 
lumină pe arcul QQ', măsurată de pe 
Pămînt, în intervalul de timp (0, 7p); 99 fiind aproape per- 
pendiculară pe raza OP, avem aceeași formulă (4) a vitezei, care nu 


Fig. 9 
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depinde de t; deci 


(5) LLL zs 


e T a »apticnlar în a » "u 
ΗΝ τ cazul particular in care punctul (arti situat pe suprafata 
Doarelui am avea 7 = Pa l = s jar (5) devine TUR. 


1 


(6) t€ at 
EL ed Tpk 


Dacă notnl git "αν E pev 

cá punctul Q ar fi situat pe Pămint, am avea r= r, (distant: 

la O pînă la suprafața Pămîntului) : avea r= r, (distanţa de 
supratata Pămintului), | = 2, si (5) devine 


wo» 


= 
— 
w 
| 
ο 
μας. | 
RE 
| 
"EL 
—— 
S 


Din relațiile (6) si ( 


-ᾱ 


ΠΕΡ ο ης, κο, i 
Mărimile «/r fiind foarte mici, dezvoltăm în serie si avem 


λ ( 

D zli n a 4 | a 3 4 4 

FI mol ree] A 
s a! p zr 27, 9 


ο ri d a/f, de ordin superior lui ajr, deoarece r, este raza 
Soarelui iar r, aproape distanţa de la Soare la Pămi > pai 
a k ] t a Soare la Pàmint. Punem apoi 
s = À, àp = à + AX. Atunci 


(8) Δλ a 


5 212.106, 


li— c. 1767 161 


deoarece a z 3 Και, r, x 7.105 km. Rezultă in spectrul solar ο 
deviere spre rosu (redshift). Acest fenomen a fost observat, piná la 
precizarea constantei, după ce a fost prezis de teoria relativității 
generale. 


8. Concluzii. Conform principiului teoriei relativității generale, 
spațiul, timpul si materia în mişcare τ într-o strinsá interdepen- 
dentá ; propriet átile spatiale si tempora ale fenomenelor sint deter- 
minate de distributia maselor Ὃ ανα, mişcarea este deter- 
minata de geometria spațiului, adică de modul în care spaţiul şi 

timpul intervin în forma fundamentală a metricii. Ca descris de ο 
geometrie riemanniană, spațiul este curbat mai ales în vecinătatea 
unei mari concentraţii de mase, de exemplu Soarele în cazul sistemului 
planetar. 

Teoria relativităţii este o ipoteză matematică a fenomenelor 
fizice. Teoria relativităţii restriuse a fost provocată de o experienţă 
contradictorie în teoria mecanicii newtoniene. Elaborarea ei a per- 
mis să se explice si alte fenomene. 

Avansul periheliului planetei Mercur, care nu concorda cu teoria 
relativităţii restrinse, a fost explicat în teoria relativităţii generale. 
Sucesul acestei teorii a fost asigurat de prevederea altor fenomene 
fizice, verificate, ulterior, experimental. 

Această teorie, datorită unei modificări adinci a conceptelor de 
bază ale mecanicii newtoniene, a cuprins toată mecanica newtoniană și 
în plus a permis explicarea unor fenomene care nu se încadrează in 
logica mecanicii newtoniene. În primul rind, mecanica cerească este 
fundamentată pe concepţii diferite ; traiectoriile planetelor nu sint 
datorite unei forte centrale a atracției universale ci sint geodezice, 
adică traiectorii în absenţa, forțelor, 1 într-un cîmp gravitational dat 
de o metrică riemanniană. 

Teoria relativității nu contrazice principiile mecanicii clasice οἱ 
le extrapolează ; pentru viteze mici, teoriile se racordează. 

Pentru practica uzuală, efectele teoriei relativităţii sint negli- 
jabile. Dar pentru viteze mari, de exemplu în zborurile cosmice, 
această teorie este esenţial aplicată. De asemenea legile teoriei relati- 
vitátii sînt utilizate în aeceleratoarele de particule care servesc la 
studiul teoretic al structurii nucleului atomic şi pentru obţinerea, 
tehnică a unor particule cu energie uriașă. 

Din punct de vedere filozofie, stabilirea interdependentei dintre 
proprietăţile spaţii Je si temporale ale materiei cu mișcarea, relevind 
unitatea, si conditionarea lor re eciprocá, teoria relativităţii reprezintă 
o strălucită confirmare a principiilor materialismului dialectic. 
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note științifice care au dezvoltat 


, cităm următoarele. 
Maxwell et du champs 


2 vol. Braunschweig, 1921. 
Messina, 1921. 
pe de la relativité et la théorie de la gravitation. 


princi] 


arele lucrări : 
București, 


PARTEA A TREIA 


CAPITOLE 
SPECIALE 


A. INTERPRETARE NEEUCLIDIANĂ A MECANICII 
RELATIVITÁTII ΒΕΞΤΗΙΝΡΕ 


1. Geometria iperbolică, geometrie naturală a mecanicii rela- 
tivităţii restrinse. a) Presupunem că sintem în cazul iperbolie, 
deci coordonatele punctului M(z) sint normate astfel ca 
(4) (0)e = (ap — (a) — (a9)* = 1, 
iar elementul de axe ds este dat de formula 


(2) ds? = — (da9)? + (da)? + (da?)? + (do. 


Avem deci 


(3) ds? = — dM? 

şi astfel ds este imaginar. Veetorul unitar al tangentei devine 
M 

(4) padi, 
ds 


3 


Distanţa, dintre două puncte este dată de 


(5) ch XY — X.Y, sh XY = XY, 
X.Y fiind produsul scalar in sensul metricii (1) și XY fiind norma 
punctelor X şi Y. 
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b) În cazul relativităţii restrinse, am considerat forma invari- 
antá a spațiului 


2 


(6) 0242 $t 


căreia îi corespunde forma diferentialà 


(7) φ = c?dt? daz? dy? da? 


şi metrica 


(8) ds? = da? + dy? + de? — e?dt?. 
Punind 
(9) 49 = cl, a? = x, αἲ-- y, V? —2 


formele (6) și (2) coincid. 

Deci metrica relativităţii restrânse este metrica iperbolică. În acest 
mod, există un izomorfism între mecanica relativităţii restrinse şi 
spaţiul iperbolie, în sensul că oricărui eveniment îi corespunde o 
proprietate geometrică iperbolică $i reciproc. 

Traiectoria unui eveniment este o curbă în spaţiul iperbolic. 

Deci geometria iperbolică este geometria naturală a mecanicii 
relativității restrânse în acelaşi mod în care geometria euclidiană este 
geometria naturală a mecanicii newtoniene. 

În particular unei transformări Lorentz îi corespunde ο deplasare 
iperbolicá. 

Normarea (1) impune conditia 


(10) (a9)? > (23) + (2) + (2°)? 
sau, conform cu (9), 
a1) pps em, 
relaţie care (I.5.d) este echivalentă cu cerința ca vitezele să fie infe- 
rioare vitezei luminii. 
ϱ) Interpretarea neeuclidiană este mai indicată, deoarece ne 


menţinem într-un spațiu cu trei dimensiuni (raportat la coordonate 
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omogene) iar geometria iperbolică nu este formală ca o geometrie 


4-dimensionalá, ci o geometrie cu aceleaşi drepturi de a fi admisă, 
din punct de vedere logic, ca si geometria euclidiană, pe care dealtfel 
ο cuprinde ca un caz limită, dar este mai tină si mai simetrică decit 
geometria euclidiană. 

Este evident că izomorfismul subliniat dintre geometria iper- 
bolică si mecanica relativităţii restrinse este integral. Vom releva 
numai citeva aspecte. 


2. Interpretarea ecuațiilor Lorentz. a) În 
restrinse, considerind o particulă elementară de Să m, care se 
mişcă cu viteza v într-un cîmp electromagnetic, format din cimpul 
electrice E şi magnetice H iar e fiind sarcina particulei si ο viteza 
luminii, am admis din consideraţii fizice, că particula se mişcă sub 
acțiunea fortei 


relativităţii 


x P-eBG 9x. 


e 


Proiectind ecuaţiile Lorentz (1) pe axele de coordonate si adáugind 
şi legea conform căreia variaţia energiei E — mc? este egală cu lucrul 
mecanic elementar al forței F, care se reduce la e A.d7, am scris 


aceste legi sub forma tensorialà [(3) din I.B.] 


(2) d(Egl;) = e Fdo, 


unde E, = mc? este energia în repaus iar ἡ, componentele covariante 
ale versorului tangentei la traiectoria particulei şi F,; componentele 


tensorului electromagnetic, date de 


- E T 
Foo Fo Fo Fg | } 
nj ^j p! ni 
Fio Fu Fg Fg | 
: Νε i 
Fo Fa ἕν Fog | 


Fa Fa PF Fa 


x] 


Matricea (F) este strimb simetrică. Structura (3) este lesne de jus- 
tificat punind 


(4) Fio = Ez, Fa = E, Fso E, 
(5) Bata Haa = EA mH, 
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b) Este ştiut că determinantul unei matrice pătrate strimb si- 
metrice de ordin par este pătrat perfect, anume 


(6) | F;,| = (E,H, + E,H, + E,H,y. 


Deoarece E, = H, = 0, rezultă că in partea a doua avem produsul 
scalar al eimpurilor, E, H indiferent cà le privim euclidian sau neeu- 
clidian. Pe de altă parte determinantul este invariant la o transfor- 
mare psendoortogonală ; rezultă că 


E-H = const. 


De asemenea, deoarece transformările pseudoortogonale invariază 
matricea formei fundamentale 


—1 00 0 


0 1 0 0 
(8) (a) UT 0 0 1 0 , 


Ὁ 0 0 1 


i | ^j yo: 
IU Bor: Big Fia) lao ἄρι Fo Fosi 
| | 
[Go Fu Fu Fus . Um a Fu Fg 

d. => ΣΙ „ia X 

| 
| 
| 
| 


(9) 


f. " 
| do @o ἄρ Fos 
| a 
do ἄμ ἄν Fis 
| 

| 


ii 
|a% an «ρ Fa 


P 
dag oa azz Pus 
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Aici į şi 24 sint evident nule, iar i, devine 


(10) i, = Ej + Εξ + Εξ — Hi — Hj — Hj, 
deci 
(11) E? — H? = const. 


c) Pentru a da o interpretare geometrică ecuaţiilor Lorentz într-un 
spaţiu neeuclidian, este suficient să ataşăm acestui spaţiu pe o cale 
naturali un tensor strimb simetric. 

De exemplu, M fiind un punct al unei curbe ο, iar M,, Ma M, 
puncte ortogonale lui M şi ortogonale între ele, obținem o configu- 
ratie Myller cu formulele fundamentale 


M HM, M, M, 
dM | 
| σι Xa 4} 
ds 
dM, , d 
2 πα πμ g^ —o 
(12) ds | Y 
à X, | 
(0083 — f τ 
ds | 
dM, | ? f 
weld — €31 σ T 
ds 


Coeficienții au semnificații geometrice iar tabelul lor are forma (3) 
a componentelor tensorului electromagnetic.  Invariantii (7), (10) 
devin 


(13) QT + X46 + agp = 


14 τη. g'?.L g'? — τὸ .- ϱ”. 
( | E, Pj 


Referitor la tetraedrul ΠΜ, Μι ecuaţiile Lorentz exprimă cà 


d abo 2 TE 
auda + «da? + gydag 


(15) — auda + o' da? — σ’ da? 
— agda? — o' dal + «' da? 


— ad + o da? — τ’ da? 


sint diferențiale exacte. 


168 


d) Pentru o anumită poziţie a tetraedrului mobil MMMM, 
care corespunde tangentei, normalei principale si binormalei, sis- 
temul (12) ia forma canonică Frenet 


0 i 0 0 


Corespunzător, putem să determinăm un reper in care cimpul 
electromagnetic să aibă o formă canonică. Dispunind de trei para- 
metri, îi putem determina astfel ca E, — E, — H, — 0. Punind numai 
condiţia ca E, = H, = 0, reperele depind de un parametru iar con- 
ditia este conservată de transformárile Lorentz. 

e) Din punct de vedere cinematic, considerăm deplasarea 


(17) gr E aga? 
care conservă forma 
(18) &g(29)* + e.(21)2 + e(«?)? + ela 


ερ = l, ει = £ £g E, 


Avem deci condițiile de pseudoortogonalitate 


(13) εαάβαγ = Spy, 

unde 

(20) M aJa pentru y = B, 
"eng pentru y Æ+ B. 


Considerăm transformarea vecină de transformarea identică, 
(21) ag = δῷ + og; 
unde eg sint infinitezimale. Din condiția (19), 


s,(88 H op) (δν + eX) = Spy, 
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(22) e «Eu -- 0. 


Avem deci sase componente distincte oh, 
Înlocuind valorile (21) în expresia (17), avem 


(23) q'* —g*-r cda? 
sau, separat: 
(24) go m a9 pota, a -- a* Ja? H ως ο) 
pora A να ze us 
(ἐν; χα 3, 4, l z J). 
Avem de considerat deci o translație a originii (aici punctul M), 
deci ωξ nule: 
(25) w? = a, αφ = a oha 
şi o rotație infinitezimală 


(26) α — e polr, x —a* Hoja. 


În (25), 


Qo «5 — at 1 Aa! υἱ 
ο) = ——- = = — - = E 
aq? ο ή ο 
deci 
" v, » Uy $ v, 
(27) o=, «δι, (p ee — 
e e ο 


Rotatia infinitezimală a sistemului de axe este dată de 


Af — 9 X f, 


ω fiind vectorul de rotaţie, deci 


q^ Xp. OE 
AF Em, t). “Ὡς 

| 

æ E. 


şi proiectind pe axe, 


, 


&' — ὦ = ρων — Jo; 

ete. Deci 

(28) O = —69, Oj = Op ωὗ = — Or 

In concluzie 
Ü Ὁ ὃν v, 
e 6 e 

Ὁ, 
E 0 = Gy Oy 
e 

οἱ «Yl 

(29) (of) = 
" 
-—L ως 0 --ω, 
e 
v 
— — oy Oz 0 
e 


Matricea (63) are deci structura cîmpului electromagnetic in ecua- 
tile Lorentz. Acest rezultat este natural, deoarece o transformare 
infinitezimalà în mecanica relativităţii restrinse corespunde trecerii 
de la un reper Myller la altul, în spaţiul neeuclidian. 


3. Interpretarea formulei de compunere a vitezelor. a) Putem să 
dezvoltăm mecanica relativităţii restrinse pe calea obișnuită a 
mecanicii clasice, însă într-un spaţiu iperbolic. 

Unui punct Μ(α9, αἱ, α7, αὐ) din spaţiul neeuclidian cu trei di- 
mensiuni, în coordonate omogene, îi punem în corespondență vec- 
torul de coordonate omogene V(c, vt, ο”, 03), al unui mobil din spaţiul 
relativităţii restrinse, unde οἱ sint coordonatele neomogene ale 
vitezei V. Realizăm o corespondenţă simplu, prin 
(1) αὐ = pe, Ii = pol, a = pv, αὖ — pb, 

p fiind un factor; prin condiţia de normare 


(0) + εἰ)” + (a? -F(a*y] — 1 


rezultă, 
(2) ee? + gv?) — 1 
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sau, tinind seama de formula 
ds? = g*(da?)? + (dat)? + (da?) + (da), 


care conduce la metrica relativistă ds? = g? df(c? + ευ), rezultă 
că putem să luăm 
1 ds 


3 ---ε--. 
m e dt 


Normarea diferă evident de la punct là punct, dar din cauza omoge- 
nitátii, factorii de normare nu apar in formulele finale. 
Punetelor absolutului le corespund viteze relativiste 
(4) v = — eg 
şi reciproc. 


b) In spaţiul neeuclidian putem să exprimăm distanţele dintre 
punctele M,, M, prin 


mE Μι: M, sau sin κα ος Μις, 
q q 
de unde 


us MM _ MM, 


η Μι: Ma i 
şi conform formulelor (1) 
M,M, με Τι”. 


(5) tg = : 
" q Vu: Va 


Intre lungimea euclidiană ε şi neeuclidianá | a aceluiaşi segment 
avem relația 


Deoarece distanţei neeuclidiene M, M, îi corespunde viteza relativă 
Όι9/6 dintre punctele mobile corespunzătoare, avem 


(6) v = 0g πώ. 
4 
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Obtinem formula care dă viteza relativă 


Y | 


Va ed Y. | 


2 


(7) vig — CQ 


De asemenea unghiul neeuclidian a două direcții M Μι, M M, este 
dat de 


sau 5ἱΠθ Wu LN 


00860 = -————— = 
MM, MM, MM, MM; 


Dacă M corespunde unui punct mobil cu viteza V iar M,M, vite- 
zelor V,, V4 obţinem formula unghiului format de vitezele relative 
a două mobile 


(8) cosð = RE 
τν, VY, 

au 

(9) sin LEARRA 


în aceste formule, produsele scalare şi normele sint considerate în 
sensul metricii neeuclidiene. 
ϱ) Să detaliem formulele. Avem 


γι: Va = ριρο(ό’ + E702), 


notînd prin v,.7, produsul scalar în sensul metricii euclidiene ; de 
asemenea, 


1 2 3 
VV: = normă ριό ριεῦι ριεῦὶ pei) — 
- P20 P2E0} Pacă posti 


--- Ὁ ID roe 4d 12 2 gay |2 Up 
= e? p} p20? Σ (vj — v3)? + p1pze wr 
| Vz v9| 
deci 
(10) V,Vi s*ebei[e(va — d)? -- εἶ(θι X v3)*]; 


notind prin v, x v, produsul vectorial euclidian dintre δν δν. 
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__Dacă punctele M,, M, sînt vecine, avem aceeasi situatie pentru 
vitezele corespunzátoare : i 


va — 0, + AD; 
atunci, notind v, = v, conform formulelor precedente, 
Va: Va — ϱιρο(οῦ + 202) 
ur ττο p -€ P pare ΡΕ 
VV? — e*gigs[e?de? + e(v x dv)?] 


şi formula (7) devine 


(17) do], = P 


5j a x Pow 
Pentru q — oo, (14) devine formula clasică 


(9 — 8): (δ. — 5) 
[δι — 9| |o. — v| 


cos 6 = 


din nou, tără consideraţii suplimentare relativ la ο. 


^. Interpretarea formulei aberatiei luminii. Presupunem că sin- 
tem într-un spațiu iperbolie, în care luăm c? = — 1, deci si q? = =k 
sub formă canonică. 

Vom face o aplicaţie pentru aberatia astronomică. 

. Directile spre aceeași stea, pornind din două puncte mobile dife- 
rite, nu coincid. Diferenţa mărimilor acestor unghiuri este aberajia 
astronomică. i ᾿ 

Reprezentám vitezele mobilelor prin puncte in spaţiul iperbolie. 

Alegem originea astfel ea vitezele puncte- 
lor să fie opuse: δι = v, €, = — Ὁ gi viteza, 
razei de lumină o notăm ac, a fiind vectorul 
unitar al razei (fig. 10). Notám cu αι, «s, απ 
unghiurile din v, — şi ἡ ale triunghiului 
corespunzător si cu α unghiul dintre direcţiile 
v şi a; u fiind situat pe absolut, evident, 
Fig. 10 ` ας = 0. 


eg? is c202 
sau 
(15) 
[Οι — 2) Χ (ὃς — v) +- (V0) 
if e? -- 
sin?0 = E | e UE =: — ~ 
egt) r3 = DY haie CA x "| |o -- — (Ua x | 
L , eg e 


Pentru g? = —1 obţinem formulele din mecanica relativistă. 


Pentru q — oo obţinem formulele mecanicii clasice. 

Deci independent de orice consideraţii privind viteza lumi nii, când 
spațiul neeuclidian devine euclidian, mecanica relativistă devine meca- 
nica clasică. " 

SET i ee ap 3 A ον, 

Observăm. de asemenea, cá uzilizind noţiunile 5 notatiille neeu 
clidiene, formulele (7) — (9) sint foarte mult simplificate. 

e) Pentru punctele M, Μ., My colineare în această ordine, avem 
Μ.Μ; + M,M,— M, Ma, deci 


io Mia τι M,M; 
ip WM, q "UE 
= n cM M,M, M,M 
d |a ας 

q q 


B AI 
αἱ conform eu (6) obtinem formula de adunare a vitezelor couneare 
(16) Vi = T 


i A în « otv 
dealtfel, cuprinsă in (13) peniru 
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În continuare 


: d NINE ed rd 
Q16 ριεῦι Preta (3801 


(Ρο) = pe psv! pev? p ΔΗ b € pet! pev? p ταὶ 
Conform identităţii Binet 


Πρι (ΙΤ " de ευ] e ευἷ]| legi il ευ evi) 
(ΤΗ (ΣΤΟ) = atat MI pl ES lod gil |- 


deci 
(11) (V Vi) (V Va) = gp eo? [ο(σι--υ):(0.--ο)--ε’(ῦι Xv): (04x v)], 
produsele scalare si vectoriale fiind luate în sens euclidian. În fine 
pe peso! pet pce 
VV,Vi = normă?| pe peni pec ριευῖ | = 
P2C pze% pastă poeti 
co gp? 1 οἳ g ] 


LA 2.0 put 3 
= ppipa| joi ui ti 


D ο; οὗ 


deci 


12) VV,V, = prete {e000 + P0 — v)x (δα — 0), 


(00,0) fiind notația produsului mixt al vectorilor, in sens euclidian. 
d) Obtinem formula compunerii vitezelor 


(13) viz = 


naana 


ip > S 


o» < c —ÀÀ 


Aplicăm formula (14) pentru œ = — 1, 0 = as, deci vectorii 


w = ο, €, = 4€, 9, = — t; obţinem 
p- (0 — ac) 


Ὁ a — δ) — (ac x ë) 


€ 


(1) COS 4 = 


dar ἆ «Ὁ = v cos « și sub radical avem 


c? -- v? — 2ev cos a — v? sin? a = (e — Ὁ 008 a), 


deci 
v?— 6€ COS a 
(2) 008 αι = ———, 
€—^7 eos « 
de unde 
, c? — 03 sin a 
(3) sin αι - y 


C — v eosa ` 


Înlocuind pe v prin — v, avem si 


Ve — v? sin α 


y V-CE COS a 
(4) Sin x, = = — 
c +v eos « 


OS ασ = 3 
? 2  e--vecos« 


Aberatia este defectul triunghiului iperbolie ; deci 


(5) ò = n — 20 — aa — αρ = n — (αι + ας) 
Avem 
vc? — e? + e? sin? « 
(6) 608 (a F αρ) = —- Ax : 
c? — v? cos? a 
Rezultă 


92 gin? 

20” SIN” « 

Lcos (a κ ολ. 0 ——» 
€? — v? eos? a 


1 — eos (o, + αρ) = 


2 2 2 


9 
C“ — 0^ COST c 


12 — c. 1767 
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i ? sin « 
o E E 


3 γα--οἳ 


Unghiul ὃ fiind mic si v < ο, avem 


E 
IJ A E 2 2 E á 9 
- RI τ sin a ( = a | A& — sin a (: ον 2 
2 6 Y e € 
deci [1.Α.4, (18)] 
(8) δα 3 sin a. 
5 
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Kotelnikov, A. P. Prinfipii otnosilelnosti v geometrii Lobacevskogo. Kazan, 
1927. in volumul: In memoriam N. I. Lobacevskii, 2, p. 37— 66. 

Fok, A. V. Teoria spaţiului, timpului si a gravitajiei (trad. din 1. rusă). București, 
Editura ştiinţifică, 1962. 

Cernikov N. A, Stohasliceskoe dvijenie reliativistskoi ciastili. Dubna, 1957. 

Mihăileanu, N. Interpretare geometrică a ecuațiilor Lorentz. Analele Univ. 
Bucureşti, 17, 1, 1968, p. 49-- 52. 

Mihăileanu N. Despre spațiul Lobacevski— Einstein. Analele Univ. București, 
17, II, 1968, p. 39— 43. 


B. METRICĂ CU SIMETRIE SFERICĂ GENERALĂ 


1. Formă redusă, 2) O metrică riemanniană 
(1) ids? = dada! (1, j = 0,1,2,3) 
$i gy funcții de αὖ, at, 22, α) este cu simetrie sferică, dacă pentru 
a? = const obţinem o metrică de rotaţie în spaţiul euclidian al 


variabilelor ai, 42, «?. 
Trebuie să avem deci, după un raţionament cunoscut 1.9.1) 


ds? = gy (da?)? + gy (da)? + gallda?) + sin?a?(da 


epind numai de a? = ct, al =T. 


unde foo fu» fo» depmd i | νιν 
2 depărtăm prea mult de metrica relativității res- 


Ca să nu ne i 


trinse, vom serie 


) ds = — V3(da?^y -+ Aaa) + B'[(de?)} + sin 


( 
( 


unde V, A, B sint funcții numai de αὖ, zi. 
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b) Să cercetăm dacă putem să facem o schimbare de variabile 
(3) g = f(a, αἱ), y? — B(a9, al), α΄; — x?, g — «3, 


adică să determinăm funcţia f, astfel ca noua valoare a coeticien- 
tului B să nu mai depindă de αὐ, Presupunem că 


(4) 


unde am notat 


(5) dcs e pata ud 


-- d i PP 
Qa? Qa* 


Condiţia cerută revine la 


V'2(da0)2 — A'2da1)2 = VXda*)! — Ada), 
dar 
dg” = fida? + fidel, dat = Bode? + Bidat. 
Rezultă, 
Vf — 4” ΒΒ = — A 
(6) V? [αν — ABB, = 0 


V'2 fo — A'2B3 = Pe. 
Rezolvám prima si a treia relaţie în raport cu A'?, Ψ 3. Determinantul 
sistemului este 


"2 2 


τ πὲ = foa — Bo GUB, + B9 


prima paranteză este diferită de zero, conform cu (4). Trebuie să 
punem si condiţia 


(7) foB, + fuBo 7 0 
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Eliminind pe V^, A'? in sistemul (6), obținem 
gH B -v 


AA B,B, 0 |= (fo B, ud Τι Bo) (Bf, V? zn Bof, A?) —90; 
gROm o a 
primul faetor fiind diferit de zero, rámine 


(8) BR CI. 
BV?  A?B, 
Condiția (7) devine atunci 

A? B; + BV? 7 0 
verificată de la sine, iar din (4) 
(9) A2Bg — BiV? 70. 


Deci dacă are loe relația (9), putem să reducem pe B la «t. Obtinem 
funcţia f prin integrarea ecuaţiei (8) cu derivate parţiale. 
c) Dacă relaţia (9) nu are loc, punem 
ya A? " 
= = ma 
Bi Bi 


şi atunci metrica are forma 


(10) ds? = — m? Bi(da*)? + m? B(da!)? — B?[(da?)? + sin?z?(da?)? ], 
care contine funcţiile arbitrare m si B. Dacă B nu depinde de a 
οἱ de a, putem să ne aranjám astfel ca B să fie egal cu 20. Dacă 
B este constant, putem să-l reducem la valoarea 1. 

Deci dacá metrica (2) nu are forma (10), printr-o transformare de 
variabile putem să-l reducem pe B la at, la α) sau la 1. (G. V ră n- 
ceanu, 1966). 


2. Simbolurile Christofiel. a) În cazul general avem deci metrica 
cu simetrie sferică redusă la forma 


(1) ds? = — Vda)? + Adat) + (at)? [(da?)? + sin?2*(d2?)*] 
unde V si A sînt funcții de (2%, αἴ). Avem deci o metrică de forma 
(2) ds? = goo(da9)? + g,,(da)* + galda?) + θεα)” 
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unde 
(3) Jo = — V?, gj — A?, gg; = (21, ggg = (01) sing? 
Avem atunci 
| Joo 0 0 0 | 
|o οι 0 0 | 
g=] | 9 
ο 0 ga 0 | = foo 11922033: 
| 
lo 0 0 σα] 
(4) "=>. 
Iii 


" E. 1 ὅθι 
(5) (uj) = — — 795, ij, 
€ θα” 
j ) 
(6) ( i ) = g(iij) = — ἐξ ὅθε Fi 
tt 2g; Θα’ 
Es 1 9094 
(7) (igi) = — Su 
j 2 θα 


indiferent dacă i = j sau {σέ j, 


8 η titi i — T 0gii "NEM T b : 
(8) (; ;) g” (iji) Gu. Oa i = j, sau i πε j. 


Simbolurile Christoffel cu trei indici distincti sint nule. 
b) Pentru metrica (1) singurele simblouri nenule sînt 


(9) ( pe 2 MELLON EIS 
0 0 V 0 0 A?’ (0 1 γ᾽ 

(10) "E Aa, 1| Αι 
01 A’ γα” i; dc 
1 qi 1 al 

(11) ( "n iau ia 
29 A?! 33 A? sin? 


po 451 


(12) p- Ses is εν 
192] α 118} . αἱ 


(13) 2 "ED 3 "we 
E = — gina? cosg? i = οσῳξ. 
i [, al g^ (. 4 T 


3. Tensorul Ricci. a) Notám 


(1) p = nM 


Atunei 

; AV A / 9 
(2) Po d i y^ pi ΕΙ T qu 
(3) Pz = ctg 4^, pg — 0. 


Din simbolurile Riemann de a doua speţă 


3) G9 popa rs 
pi — Nb oJ AX M Ou “ 1 8 
Fin — dat dak (. η) L ] (, ] ; η) 


obținem tensorul Ricci 


(4) E == 


notind 


b) Avem din (5), 
5 D 
pu = (. ] ( ) ; 
& PARI ἢ 


sumarea este dublă si în raport cu s si în raport eu i; dar deoarece 
simbolurile cu trei indici distineti sint nuli, avem numai posibilită- 
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tile: s= i, $ = 1, i = j ; ultimele două dau acelaşi termen. Rezultă 
deci, sumind în raport cu 1, 


(6) δη = X ll; pi TA RA y η 


De asemenea, în (5), s poate să ia valorile 4, j sau l: 


un" p 3! | ) * , 3 ( i ) * ( f ξ | ) | 


" . : . {aà . PR ed: 
în al doilea termen, din cauza simbolului j | i poate să ia numai 


valorile j sau / ; în al treilea termen, din cauza factorului] | 


l * 
„|, t poate 
YJ 
să ia numai valorile j sau l. Atunci 


m=} ( și $ 2l x " H ) D (^j) ^ ) T 
ΠΡ p" Jb dU J 


Termenul al doilea si al cincilea sint cuprinşi în primul pentru i = j, 
respectiv 4 = l. Deci 


ανα BA » | p RN lg ) E bj) h J 


In ultimii doi termeni nu summ. Tinem seama si in formula (4) 
de valorile posibile ale indicelui de sumare, ca să nu avem toţi indicii 


distineţi. Deci 
o( J ) of ' | 
Op; 3" t l U l 
να μα 


(8 lis = i 
(8) n θα” θα 


-+ 
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Revenind la (4), pentru | = j avem caleulám in prealabil 


9) Ry = — 3H 4 tj | iie )-»» pu ΤΊΣ; δα, 


ox) | Qui r P jj Ν 0M. j X2 n 9M ; 3 12 +2 1 0 
fără sumare în raport cu j. loa si 1 " 2 ) 3 1 BU η 1 ) 
c) Pentru j = 0 avem " » 2 
p Ai 1 ] 1 Ε 2 Lo EE 
τὰ, d ro E "e RTI l ^ ro κ 
3p 0 0 0 0 μι 
Tps δαν Bat Qa Polo ϱ) T Pilo oJ — Ῥω A 
P | l R -- ὃ (A, V4, 2) 9 (AA, ð (AY 
calculăm în prealabil pe Poo din (6). Avem "LOT oz VA T Y απ) θαο A y? T ΡΕ ( ij j 
i y 0 i AA, {Ας , V A. dA, 10, οι ᾱἳ TP. 3 Ai 
ο ) +25, )( ); | ux rin ισα. 1 sai ad EAT eel 
TO ; WV 0] 100 | ye (A y ΑΜΑ y gl A? 7» (αγ ya? 
conform formulelor (9)—(13) din $2, i = 0, 1 în primul termen 51 deci 


i = 1 in al doilea; atunci - i " 
(11) Ry = A LM ge au A A us 
si V y Am Αν Vs, 


Vò , áo Vi 
foo = — — +2 —. 
Όρο γ» zi A2 4 A? 


Rezultă din (9), tinind seama de (2) si de (9) — (13) din $8 2: 


Du 
e 
το 
D 
D 
RS 
am 
ς ΚΡ 
bo 
D 
----- 
κ ἓν 
ră Ρως 
= - 
ho 
υπ d 
— 
[ex 
e 
ο 
E 
M 
"3 
[5 
D 


9 (Ag V ) (V 0 (VV 
Ros == πα t i iz) l ajd 
039 V A V Oda V θα A Avem 
Vo (Ao , Vo PV (A , Yi ν 2 Vă Ας Vi ( ] j | 3 ) | i | ( 3 y | p 1 ) 
20, | eo gat 4 --- im ON : Da = +2 == 2 
pape en p Hs y? A? Α17 a Ela DIE 23 MED A ICE 4 
deci - 9 
; : Ὅρα — CUg 4" — 
A VV VV AV VA, V A? 
10 | RES H9 1 loto EL 
wu) i d aqu ^ at" AY A? Atunei 
Ín continuare | Ne 9 (etg a?) d - 
0 1 Qa? Oa VA? 
9 9 " 
dp M s) 0 1 LS (Arn Fa gpl. nds. 
^oi ài PUR nee Pear Erg a 2 Bază A?" LA Y rad ΤΝ p. 


deci 


(12) Ha = 1 — 3 4 


În fine 


3 9 
La 
2 (. zi | ΙΙ 


deci 
DA 
Pas -- Fr sin?g? — 2 6058747, 
Atunei 
9 (al Qo. 
ero pill ciel teil 
at VA? D, 
ml T. 9 o 
4 " F A V DNE MP SE "P 
or sin?g? ( Fi + i: 1 xd eog?x? + — sin?x? + eos?z?, 
p 7 £ A? 
deci 


(13) Ras = Rol SiN A., 


d) Conform formulei (8) avem 


à | 0 ; ( 1 ) 

d 

0p 0 i LO 1, 0 1 λ 

ο με δα | δαν κ T dal E Po | Th j BL. 


Caleulám in prealabil pe po din (7); avem 


Pa =à ( "s ii J lvi] 7 Li m T 
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A a m 


E 9 A o . 
AV 


Pu — 


r A 7 A j zi > 74 / / 
| A io | V, 1 Ας {Αι Τι 2 | να AAi AV, 
= wes | m " T =>, 
ΛΑ i ALA } pl y? A? AV 
Deci 
Ώ Α y 
1/ » ipe. 
(14) By = = 
Ag 
; -- (uf 0 
De asemenea [ρα = — poz, deoarece p, nu depinde de æ? af ==, 
LO 2 
2 ) i i Ü r ος ; 
= 0, iat ὃν δὶ ; restul termenilor fiind nuli. 
0 2 60/2 
Dar si termenii obţinuţi din sumare pentru i = 0, i = 1 sint nuli. 
Deci 
(15) R = 0. 
Analog 
(16) Ros = — Pog = 0. 


in continuare 


F 2 E 

3 á : 9 

Hio = D» — Dio = cte az? — po 
ja c pa (A a Pi τ ο18 Pia 


i i 1 
Pis = = — ctg g? 
Pı2 Y |, η) (. η ai île 


pentru i = 3. Deci 

(17) bw 

De asemenea 

(18) Rus = — Py = 0, 
(19) Ras = — Pz = 0. 
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Deci singurele componente nenule ale tensorului Ricci sînt 
Roos Has Rao Ras Roa- 
e) Avem pentru invariantul Ricci 


E = 9% Rao + σ Εμ + 9g? R5; + 95%Ra3 = 


ZANA ( Αρ η. “Ya 2ΥΥΙ , AoAo _ VAV, | 
ys A Agt AV A? 
ES Vu AA L9 A, j A Vi EN AA e) 
n zi V Va AV ys Jt 
9 m 7 ml 
desit TT us : + Ax s] 
(at A? A?’ VA 
Deei 
R AA AV, A.V 
20 L9 — Vu d Οὐ 0 
ma 2 ΑΡ dw ας y Τ Ἄγε! 
M 1 1 24, | 2V, 
(a1)? A (43)? A351 VA?! 


4. Metrică relativistă. a) Pentru ca o metrică cu simetrie sferică 
generală să fie relativistă trebuie să fie satisfăcute ecuaţiile Einstein 
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Ru — Ž g = — xTu 

Roo + z V? = — xTw 

Rı— = A? = — xTy, 

Rao — 5 (à) = -- Χρον 

Ras — E (αἱ): sin?g? = — x T33, 
Ra = — Χρ. 


Rezultă că toate componentele T, (i+ j) sint nule, afară eventual 
de T. 
Deoarece E,, = Ra Sin?g?, avem din (5) si 


(7) Tac P smn^w* 


Deci pentru ca un tensor energie impuls sá fie compatibil eu o 
metrică cu simetrie sferică generală, trebuie ca toate componentele 
Ti(i + j) să fie nule, afară eventual de To si să verifice relaţia (7). 

b) Avem 


Ro + R yi Aso ; VV a. 2VYi, | AM, VAV, 
2 A A? Aa AV αν 
4 v ντ. E 
AV? AV | A AVI (gi) Apy 
24, 2V, 
τ Ada VA% ) 
(8) σε DD NUM 
2 (p^ c Ay? AT 
R y AA A AV AAV 
Re 2m 42 = AL — Dd. mer d isum λαό LM 0*0 
= 3 Y ye ag ue y? 
um Ms "— "n ES Eu Αα ο TN 1 - κ + 
V? AV ΑΝ AV3 (gp «ΑΣ 
πάν tre 
αν PA a | 
(9) P ME Hou 3 - , 92V 
" ep (Ry ἳ τὰ 
1 Αι Τι 
R E ue d ze 1 LN 
22 (2) 1 42 -f 43 y A? 
— (ay [- Αρα. Va | AV, AoVo | i 1 i 
AV? Αν AV AV? (a πετ 
; AV? (a) Αὐγω) 
24, 2V, 
At VA? ) à 
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(10) s — = (αὐ); = 


i per 
! € 
Ay? Α3] 
c) Ecuațiile Einstein devin 


MIS E η A234 


A αἱ y 
de" aux pL eosam 
V a 
Απο { ΠΡ, Ad, Αιξ T 
(13) ερ DEAL να, αμα. πα: Ἡ 
Ay? (A? T A] Ay? (at)? 


/ [3] E 5 à A 2m 
(14) 234} = —xAa?Ta. 

Presupunind cunoscut tensorul energie impt 
metrici eu simetrie sferică generală depinde de integrarea sistemului 
(11—14) de patru ecuații cu derivate partiale cu douá necunoscute 
A, V, în două variabile 20, a. Integrăm acest sistem pentru o anu- 
mită formă a tensorului 

d) Presupunem 


ils, determinarea unei 


15 m IRI Π T 
(15) To =0, To — 0, 


Din (14) rezultă A, — 0, deci A este functie numai de al. Ecuația 
(11) devine o ecuaţie cu variabile separate 


(16) EL pie it 


Avem 
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(11) d ixn-——L 


Din eeuatia (13) determinăm pe V.1n particular, dacă si 
(18) Τα — 0, 
ecuaţia (13) devine 


a9) ο... 
j (4 y“ 1 u LA σον 
? qi 


o fiind funcție numai de αὐ, Deoarece o intervine numai in coefi- 
cientul lui (da9)*, printr-o schimbare de variabilă îl reducem la o 
constantă. Putem să punem deci 


9 WE IW aa EA 
(20) Pi =1— 


şi regăsim metrica Sehwarzschild (1.9.3). 


(dz)? 


(21) ds= —(1 mi "i (da9)? Ed — + (a3)? [(da:2)? -- sin?? (da3)?]. 
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Ecuația rămasă (13) devine 


1 A.V? Α 2 A. 
ΠῚ ilor 
A? A Ah, wa (i) 


deei gi Tay 0; 

Deci dacă pentru un spaţiu cu simetrie sferică generală presu- 
punem că To 0, To = 0, Τμ = 0, atunci toate componentele ten- 
sorului energie impuls sînt nule si obținem ο metrică Schwarzschild. 

Din ecuaţiile Einstein inversate [1.0.2, (3)] 


τς 


Ry; = (a — i του) 


rezultă că pentru un spațiu Schwarzschild simbolurile Ricci sint toate 
nule. Rezultă că si invariantul Ricci R este nul. 


5. Spaţii Einstein. a) Spunem că un spaţiu riemannian este 
spațiu Einstein, dacă tensorul energie este proportional cu tensorul 
fundamental. Conform ecuaţiilor Einstein 


(1) Ry = — z p — 


trebuie sà avem 
(2) Ry = Mg. 


londitiile (2) sint ecuații cu derivate parțiale, greu de integrat, 
pentru componentele tensorului fundamental g;;. 

b) Ne propunem să determinăm spațiile Einstein cu simetrie 
sferică generală, deci de forma 


(3) ds? = — V*(da*)? + Adat) + (ai) [(da?)? + sin?z? (dx?)?]. 


Din forma metricii (3), toti coeficienții ϱ eu i # j sint nuli. 
Conform eu (2), toate componentele Ri σε 1) ale tensorului Ricci 
sint nule. 

De fapt, pentru metrica (3) ştim că toate simbolurile Ricci R; 
(i x j), afară eventual de Πρι sint nule. Pentru un spațiu Einstein, 
trebuie să se anuleze si acesta. Avem deci Rọ 0. Rezultă din 
(4.13) 


Ey EDS 


deci A nu depinde de αὐ. Avem deci in (3), 


A = Αα, V = V(a?, a). 
Ecuațiile (2), cu formulele (9)—(12) din 84 devin 


Ka Ah . AVi .. 
A? Αλαὶ A? 


gss = (go Βίλα 
relația (2) pentru i = j = 3 revine la (6). Avem deci trei ecuaţii 
pentru funcţiile A, V şi A. 
c) Elininind pe A între ecuaţiile (4)—(6), obţinem relaţiile 


A He cp 

(7) aa dL. 

ασ γα (4 Para ano 
A V yj A yj 

Din (7) deducem 

0 V c ο 

(9) i 


unde e = 6(α9). Eliminind pe V din (8), obţinem 


{Αι 1 ( 44 2 1d -- 45 
a Pu ία PO αχ πα. 
h N (2) 
Substituim 
(i1) A= = 
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13 — ο, 1767 


deci 
(12) RESTI 
A Pd 
şi ecuaţia (10) devine 
(13) P 
(2) 
O nouă substituție 
(14) x edat 
a 
transformă, ecuația (13) in 
(15) Yn - 2 j 
Yi qi 
de unde 


o P (a), Y = y(t + a, 
α αἱ y fiind constante de integrare. Atunci 
1 


1 + +a 
p 


12e] dim Ps deo ups 


deoarece printr-o sehimbare de variabile reducem pe c la o con- 
stantă. 

Deci spaţiul Einstein cu simetrie sferică (3) are coeficienţii daţi 
de (16). 

Pentru y = 0 obţinem metrica Schwarzschild. 


d) Din (11) obţinem 
A "AT 
Ag (2291)? 


T Yat. 


(17) 


Întoreîndu-ne la (6) şi tinind seama de (7), avem 


1 A, 
(18) pr gu te η 
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şi cu valorile (16) şi (17) avem 


(19) λ-- — 37, 

Din (27) din $2 avem pentru invariantul Ricci 
Ὅν. στο cea Le fe a πο πμ 
9 Ay T av Ας Αθ VA 


Eliminám funcția V prin 


V (ac? A 
Obtinem 
grajo "d 
4 (ay? A? A3 
si tinind seama de (18) si (19) avem 
(20) R = —12 y. 


Din ecuațiile Einstein 


E 
-- xT; = Ry — 3 E gis 


tinind seama de (2), (9) şi (20), avem 


(21) — xTi = Όγθη, 

adicá 

(22) - Ιω σκι = Ty sinta?. 
e A? (al) 
ΑΣ 


6. Solutii regulate. a) O metricá cu simetrie sfericá generalá 


() ds? = — V*(da*)? + Ada? + (33)? [(da?)* + sin*a*(da*)*], 
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unde V şi A sint funcţii de 40, αὖ, este regulată, dacă pentru c! — co 
se reduce la metrica Minkowski, deci 


(2) lim V =1, Ht eee 1, 


41-00 x1 οο 


Metrica Schwarzschild cu V? = 1 m 


1 
i A = F este regulată; 


dar metrica spaţiului Einstein, cu V? — 1 umm + yat), A = ; nu 
D, 
este regulatá. 
Notám pentru uşurinţă, αἱ =r. 


b) Presupunem că funcţiile V şi A sint regulate în exteriorul 
unui cerc de rază R <r, deci putem să le dezvoltăm în serii 


6ι da 


(3) τοι πο μεν Pub ae 
D γ' 
A b, b, 
(4) Aa t dem κε) e ape că 
[A T 
αι, b, fiind funcții de αὐ, 
Considerăm ecuaţiile Einstein (4.6) 
A Α3--1 A? gi V. 1— A? ἡ 
0 σοι — μπι T'oos 2 -i jm xa Ti 
pe care le scriem sub forma 
A*(A? —1 At xr 
(5) (ay AD ες 
r y? 
2 PEE 
(6) (Va, = ED uwynn, 


ϱ) Înlocuim dezvoltările (3), (4) în prima parte din (5). Avem 


__ bi 2b _ O ___ ba 
r? r3 ΤΕΙ is 
1 b b b, 
tas tete ) + + ex] 
p p^- 
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ὶ E με. 
deci ο expresie cel putin de ordinul al treilea în -.. Pentru n = 2p, 
1 r 


1 ntl 
coeficientul lui H este 
7 
— n b, Eb. +b boa + baba- t -+ bi 
5-1 5 
(7) bad =n) + 2 b, bas b; i 
1 
Pentru n = 2p, coeficientul lui b; lipseşte. Deoarece prima parte din 
A4 : 
(5) este de ordinul al treilea, iar F de ordinul zero, atunci r Too tre- 
buie să fie de ordinul al treilea, deci Too de ordinul al patrulea : 


ma 


m 
To = = + ; Νο 
(8) ο - ET 


Atunci ecuaţia (5) pentru n = 2 ne conduce prin identificarea pute- 
1 3 

rilor în (5) la 
" 


(9) b, — b = xm. 


Sá scriem partea a doua a relaţiei (5) ; avem 


FONT ᾱ- ο m 

y2 r 
EN =(1+ δι + Je L. 3 + j= 
y2 


04 


9b, — 
= [n pa pia des uus 
r r i r 


At 2b, — a M, , ms 
= dtp ma oce) 


t 3 iy 
Avem deci, pentru n = 3, identificind coeficientul în A , 


(10) 2b, — 2b,b, = x[m; + (2b, — αι) m,]. 


Relaţiile (9), (10) $i următoarele, pentru n = 4, ...,ne dau din 
aproape în aproape coeficienţii ba, bg, ... in funcţie de aj, ἄρ, ..., 5, 
ŞI m4, mg... 

d) Ín (6) avem 


Prima parte fiind de ordinul al doilea, rT trebuie să fie de acelaşi 
ordin, deci Τμ de ordinul al treilea: 


(11) μα, αφ. URN] 


Avem atunci, prin identificare 


(12) αι -- b, = κα, 

(13) 24» -- ba + a,b, = x(n4 + Gh) 

οἷο. şi din sistemele (9)— (13), ... determinăm succesiv pe αι, ἄρ, .. 
serj Ag, seo Day eco 04, ... dacă sint daţi b, Mi, m. 


Deci ecuaţiile Einstein posedă o soluţie regulată de forma (1), (3), 
(4) dacă Του şi Tu sânt date de (8) $i (11) și în aceste soluţii b, este 
o constantă arbitrară. 

e) Ca să demonstrăm convergenţa seriilor, folosim metoda func- 

1 


ţiilor majorante. Pentru r>R, — <5 , deci 
y 
EE T WES μι ο E FINE 
T D R R^ 
1 1 ME 
-«ΜΙ1---- ee.. H --...]-- , 
( πο R” | Ε--1 


M fiind marginea superioară a numerelor 1, αι. 
Evident, acelaşi rezultat este valabil pentru A?. 
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f) Relativ la componenta Τρι avem (4.0) 


ET 
| Α 


| dar 
4, Αλ κ (2 n b, ) A 
ic χο a a |o perm qun pes SECRET 
| A 24? ο. | T 2r 


| notând prin accente derivările în raport cu ay. Deci Τα este de ordinul 
al doilea 
| Pa 


(14) De aa 


= — xrTa 


Relativ la componenta Του avem 
Vu Ap 4Αι7ι , AoVo 1 [= a) 3 Του 


Ay AV AV AV gidjMV A (al)? 
sau 
in) 1 =) πο ος P 
E EI ολ lo ret ZA rr n Iuri nad 
| 1 Aof Vo riis Ta . 
hel A νὰ 7 
dar 
ως 3. ον] [en echte] mr 
y ay? 2 t r gy? 
4i 5 
A 2r? 
deci 
bi 
asa Έα ος, Έντι) 
r3 2r 
b 
ο. -J 1 up + 
2r 
b, ema jart 
ERR ae i ar η )- = Za 
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Prima parte fiind cel puţin de ordinul al treilea, Tg trebuie să 
fie de primul ordin : 


(15) T, — 5 D 


Deci tensorul energie impuls este nul la infinit, ceea ce corespunde 
ipotezei că materia este concentrată în origine. 


1. Indieatii bibiiogratiee. Relativ la spaţiile cu simetrie sferică să se consulte 
lucrările : Í 

Vránceanu, G. Teleman, C. Geometrie euclidiană, geometrii neeuclidiane, ] 
teoria relativității. București, Editura tehnică, 1965. 

Vránceanu, G. Sur les métriques relativistes à symétrie sphérique. Bulletin | 
Math. de la Soc. Math. Roumaine, 10, (58). 1965, p. 59— 62. | 

Singe, J.  Relativity, the general theory. Amsterdam, 1960. 

Petrov, A. Prostranstva Einsteina. Moscova, 1961. 

Mihăileanu, N. Sur les espace d'Einstein centrales symétriques. Analele Univ. 
Bucuresti, 19, 2, 1970, p. 101—103. 


C. FORME CANONICE ALE ECUAȚIILOR GRAVITAȚIONALE 


1. Ecuațiile Einstein într-un sistem de eongruente. a) Considerăm 
metrica relativității restrinse 


( ds? = — (da9)? + (dat)? + (da?)? + (do?)? 


în coordonatele «9 = οἱ, αἱ = w, a? = y, a? — e. 
Obţinem o generalizare pentru metrica 


(2) ds? = — (ds** + (ast) + (ds*)* + (ds%), 
unde ds” sint forme diferenţiale 

(3) ds^ = 2$ da? + aidat + 2$ da? + 2$ da. 
Sintem astfel într-un spaţiu riemannian de signaturá 


— + ++ 


Metrica (2) este serisă într-un sistem de congruențe. Coeficienți 
metricii (2) sint dați în coordonate, de 
3 3 $48 
(4) gi = — MX -F NN dT NN HN N 
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O transformare de congruenfe care 
datá de formulele de tip Lorentz 


păstrează forma 


i v v 1 
ds'? — y τὰ — ds! ) ds y (as 4- 3. ae |, 


ο. |) 


Mai general, scriind metrica sub form 19 (2) congruentele pseudo- 
ortogonale ds“ determină in fiecare punct al varietăţii riemanniene 
un reper de tipul relativităţii restrinse. Stabilim astfel o legătură, 
mai profundă între teoria generală si cea restrinsá a relativităţii. 

b) După Einstein, inire coeficienții gı ai metricii si tensorul 
energie impuls Τη avem relaţiile 


i 


" 1 
(5) Ru — ο R gu = — x τη, 


x fiind o constantă iar Ra si E, tensorul si invariantul Ricci ai 
metricii (1). Într-un sistem de congruente, ecuațiile Einstein (5) 


. o 
devin 


(9) Tub mp Gap — — X bios 


da fiind coeficienţii me 


ds?. --- ας ds^; 


οι Tab fiind n 
şi r invariar 


4 


telor A? in determina 


emul de eongruenfe 
normati αἱ elemen- 


Tuc μμ Βῃ, da, = μ)μ η 
an DP. iy 4 m 
AT iL = ijj Gevine 1n congruenie 
fo δω 0 — v.a, 
adică 
(7) T e ο] δν Ε πα boa 
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Detaliat, ecuaţiile Einstein (6) sint 


p 
(8) Too + E = — xb Toa = — Xlga 
r 
(9) Taa — Z r nha Uc -——— gs 


(ας ela 2, 9). 
Scriind ecuaţiile Einstein sub formă inversatá 


1 
(10) Ri; = — xi sans LN: R = κο, 
Mu vang ^d 
avem si in eongruente 
i W] ; 
(11) Tij — Xx g € 9 tos p p? = xv. 


c) Forma (2) este păstrată de transformările pseudoortogonale 
ds“ — oj ds^, 
in special de transformările Lorentz : 
(12) ds? — ds? ch0 -- ds! sh0, ds! = dssh0+ 
+ ds! ch0, ds! = ds 


si inversele lor, schimbind semnul parametrului 0, 


(13) ds? — d3? eh0 — ds!sh0, ds! = — ds?sh0 + 


+ ds!ch0, ds? = ds?, ds= ds? 


2. Reducerea tensorului energie. a) Ne propunem sá determinám 
transformarea pentru care ecuaţiile Einstein au o formă cît mai 
simplă. 

În general, fie să reducem simultan la forme canonice, două 
forme pătratice 


φ--αμα a, ᾧ = bya. 
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Daeá una din forme este definitá pozitiv, dupá o teoremá din al- 
gebră (care de fapt este traducerea in caleul a problemei de geo- 
metrie a raportării unei euadrice nedegenerate, cu centru, la siste- 
mul ei de axe de simetrie), putem să aducem formele φ şi y la for- 
mele canonice 


ọ = (at)? (2)? + m T (2), 
ὁ — e + palat np sss H es) 


unde o, sînt totdeauna reale, rădăcinile ecuației caracteristice 


[αυ — pbu| = 0. Nu putem să aplicăm aici acest rezultat, formele 
nefiind definite pozitiv. Astfel, notind pentru comoditate 


(1) y” ον 

forma o = — ds? după metrica relativităţii restrinse, admite forma 
NGA ? i ? 

canonică 

(2) pcm — μυ) 


Trebuie să efectuám transformări care să păstreze pe (2), deci trans- 
formări pseudoortogonale, care să reducă şi tensorul Ricci sau ten- 
sorul energie la o formă cît mai simplă, adică cu cît mai puţini coeti- 
cienti. Aceşti tensori fiind legati prin relaţiile Einstein, este suficient 
să reducem la formă canonică pe unul din ei, de exemplu tensorul 
energie, deci forma 


(3) b= 13^ (a, b=0, 1,2, 3). 

b) Printr-o transformare ortogonală in yl, y?, y? şi lăsînd pe y* 
neschimbat, deci forma (2) invariantá, putem sá reducem grupul 
omogen cu indicii 1, 2, 3 ai formei y la forma canonică 

n (4/132 " 212 .| n (2,942 
(13 + kaly?) + ks(y?)*, 
deci putem să o scriem pe d sub forma 
4 Mura Ha 0 A, ^ 2 p 13)2 
(4) ψ = Ky)? + klg)? + kay’)? t οφ)” + 
| 9, 0 ᾿ D 
+ 2 a, PY -- 264" ἠ- 203) y. 
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Putem să reducem mai departe forma; anulind pe da, ds. Aceasta 


revine la alegerea originii pe axa y! a cuadrice 
dian (2), ra portat ia “coordonatele omogene j^. 


i (4) în spaţiul neeucli- 
În adevăr, coordo- 


natele centrului cuadricei sînt date de sistemul 
1 0v 
L— Bai qeu? --0 
2 yi ig ται , 
1 ὂψ 1 0v 
— 29 ky? p ayt =0, ------- [= ky? + as = 0 
y? 2 r da ! 9 à? aJ" T da 
satisfăcut de valorile (4, 0, 0) dacă a; = ag = 0. Avem deci 
(5) y = Ro(9p0)2 -- 3)? + ky?) + kaly’)? + 2999), 
adică 
6) ha = ta = ta = 0, toz = tos = 0. 
e) Considerăm ecuaţia in p: 
I$ — οφ! 0; 
această ecuaţie este 
| ko — e σι 0 0 | 
αν ET ide ied. 
| 0 0 ka + es 0 oT 
| 9 0 0 (s + ϱ | 
deci 
(e + kale + ks) [£o p)(l + e) ai] — 0, 


cu rădăcinile 


(7) Ba = — ka ps = — ἴω 


2 ^ a 2 Ὃς 
(8) e l- (ki lo) ϱ i σι kok 
Ultima ecuație are şi ea rădăcini reale, dacă 
(9) d = (ky + k) — 4 aiz 0. 
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d) He propunem să anulăm şi coeficientul a, printr-o transtor- 
mare pseudoortogonalá, mai precis să determinăm parametrul 0 
în (13) din $1, adică 


(10) y? = y?^ch0 — y! sh0, y! — — 510 + yt ch 0. 
Avem din (5), lăsînd de o parte termenii invarianfi in y?, y? 
(11) ky(y?ch0 — ytsh 0)? + ki(— j?sh0 + yen 0} + 


Ea 2a,(y? ch0 pi y! sh 9) (— y*sh0 -+ y! eh). 
Coeficientul in y?y! este 
(12) 


deci se anuleazá pentru 


(13) u MEC. 
kg + ha 
Dar 
abe cat NOR της. 
th y» = —- D eu. at ies d PNE ust , 
epe” θ 1-1 1— the 
deci 
(14) "EN E (ko + ki + da 


kg + kı — 2a4 (ko + kj)? 


e) Conform cu (9) şi deoarece e” > 0, putem să determinăm un- 
ghiul 0 astfel încît să anulăm gi coelic ientul αι, lăsînd forma o fu 
damentală nesehimbată. Avem deci forma canonică 


(15) Q = toop(ds0)2 + ἐμ(ᾷ51)3 — ta(d 


too Și tu fiind rădăcinile ecuaţiei (8). Avem deci 


82)? — tas(ds?)’, 


(16) tip =0, απ b, 
si conform cu (11) din $1, și 
(17) Ta = 0, ü £ b. 


KN 
c 
σι 


Ecuațiile Einstein devin 


p A 
18 Tog + — = — xt Taa — — = — Ὑίᾳα 
( ) 00 2 007 9 2 
(a — 1, 2, 3). 

f) Din (11) avem $i 
(19) ko + E, = (ko + k) ch20 — 2a, 8h20. 


În cazul în care ecuaţia (8) are rădăcini complexe, deci, după 
(14), nu putem să determinăm unghiul 0 și să efectuám reducerea 
precedentă la forma canonică (15), putem să folosim relaţia (19) ca 
să anulám pe Ak, + k, luînd 


(20) si μας. A 
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Atunci 


"a ko L + k (2a + ko + mE 0, 
261 — (kg + kı) 4α1 — (kg + ha) 


dacă ecuaţia (8) are rădăcini complexe, deci d < 0. Avem deci 
(21) Y = too [(a59)* — (0111 — 

— tag(ds?)? — tzs(ds?)? + 2ἱμ ds? ds? 
gi în acest caz 


(22) too H bu = 0, ἴοι = 04, loa = tos — 0, fa = O 


(a, b = 1, 2, 3), deci gi rap satisface aceloraşi relații (a, B = 9, 
1, 2, 3). Avem în acest caz, forma canonică a relațiilor Einstein 


| a a E G a — a 
f t um --@too 700 ΠΤ — 0, τα = — y, 
- 
(23) 
" " 
΄ναι, Qoo, Pas πας C => Bg 
p p^ 
εδ 


ο) În cazul în care discriminantul d este nul, deci py = paâvem 
de considerat douá cazuri. 

Dacă a, = ty este nul, avem formulele (23) cu în = 0. 

Dacă a, 4 0, printr-o transformare (1.13) avem relațiile (12), 
(19) : 


92. = 2 a, ch 20 — (ko + kı) sh 20 
(24) 
kg + k, = (ke + kı) ch 20 — 2a, sh 20; 


ele sint compatibile in 0 dacă 


11: . Yo πας 3 » X9 ΠΑ se a] 
ultima relaţie rezultă din d = (ho + %1)? — 4αὶ = 0. Deci 


5 


este o expresie invariantá. Este simplu sá luám 
: E ance $ NENE td 
(26) αι = 1, ko + Κι = ὦ, 


relație conservată în transformarea (24). Atunci 


or 1 19,042 (Asia 1. 
(21) Q = too [(ds?)? — (ἀ6}}} 4 
1 ([Ας9Υ5 19332 J. O As0 del 
t 2(ds!)? --- t,,(ds?)? — ta4(ds7)* + 2 es ds 
7 
l ILL d 
Too + ιά xlo eo + fu = 2% Tei X, 
(28) 
r 7 ^4 "—r 
fg — = — nia fuas =o — = nla To = 9, ra = 0, 
2 2 
(d, D = 1, ἂν 9). 
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4 


(15), (21) sau (27) si ecuaţiile Einstein la formele canonice (18), (23) 


saw (28 (G. Vránceanu, 1967). 


J. Cazul metricii eu simetrie sferică generală. a) Aplicám aceste 


rezultate în cazul metricii eu simetrie sferică generală 


(1) ds? = — V? (da9)? + A?(dat)? + (a)? [(da2)24+ sin?z? (d23)?], 


Seriem pe o sub forma 


(3) e = (ds*)? — (dst)? — (da)? — (ds) 
) 


p unind 


(4) de" = V dæ, dt = A det, ds? = xtda? ds? = a ging? de?, 


adică, conform notafilor obişnuite din teoria conzren 


Η 3 3) 


restul A2 = 0. Conform formulelor 


Tj = toM Ny Ry = faM N 


avem 
Too = V?loo Tu = Ay, Tag = (2)? dy, 
(6) 
Ta m= (PF sau, La =A V hi 
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În concluzie, putem să reducem tensorul energie la formele canonice 


ΕΠΙ Poey 


PRA 
R =r = Top — 


T =t = to ΠΠ taz las 
b) Din relaţiile (13) din B.3, (7) din B.4 


JH = Hun TW = T.snu 


(9) loa = lag, 


deci ecuaţia (2.8) are rădăcinile p şi pa egale. 
c) Deoarece reducerea la formă canon 


a tensorulvi te, sau 


Ta este aceeaşi problemă, vom urmări pentru detaliere, reducerea 


formei 


(10) V = fds’ ds?. 


Avem din (7), $2 


: Ts 
ρα = — ka — fgg ---- ^ 
De en (a1)? 
ο 

Es 
( h 22 
(1) 02 — Pa = (a)? 

τ 


Ecuația (8) din $2 devine 
" pă ος 5 
e? + (fui — fo)e + Υδι — Too Τα = O, 
deci prin formulele (7) 


(1) — Αρ! (R5 V? — Eg A?)p + Ej, — Roo Ru = 0. 


14 — c. 1767 


2098 


Avem deci 


R R Re --- 
(13) Po + ϱι = J Pt > 8091 — 2 


Roo Rua 
A2V2 


Deci o metrică cu simetrie sferică posedă invariantii distineţi in 
general, 


(14) a = EM sn Ro E m Εὖι — Roo Ro 


5 2 r7 c 
y? A4? Α2Υ2 


Discriminantul 


(15) d = (RA? + Ru V?) — 4 A?V? R$ 
poate sá aibá rádácini reale sau oompie xe. 
d) Dacă ecuatia (12) are ră reale, putem să anulăm pe 


fg, deci pe Ru. Atunci 


(16) Rap = ασ), R = a(at)* sin?z? 
iar RQ42A?, — Ru/V? sînt rădăcinile ecuației invariante 


deci 

ia i "- 
(17) T hA?, Hi = kV? 
h gi k fiind invarianti. 


4. Indicații bibliograliee. Reducerea la formă canonică a ecuaţiilor Einstein este 
datorită prof. G. Vránceanu. ἢ e consulte 
Vránceanu, G. Teleman C. Geometrie ΠῚ liană, geometrii neeuclidiene si 
teoria relativității. Ed. II. București, Editura tehnică, 1965. 
Vrănceanu, G. Forme guae 1e des équations gravitationnelles. Mathem: itische 


Nachrichten, 33, 1967, 5/86, p. 339—346. 


D. SCUFUNDAREA METRICILOR RELATIVISTE 


1. Scufundarea metricii Schwarzschild. Metrica Schwarzschild 


-- r? (d0? + sin? dọ?) 


210 


admite o scufundare într-un spaţiu pseudoeuclidian cu şase dimensiuni 
(2) ds? = _ dž Fa de + dei + dei + dez + dez. 


Ca să justificăm această afirmaţie observăm că pentru para- 
metrii r, 0 şi o în coordonate polare, conform metricii euclidiene avem 


(3) del + de? + deg = dr? + r*(d0? + sin?0 ἀφ) 

Rămiîne să justifieám enunţul pentru primele coordonate. Punem 
. ct ct 

(4) 91 = plr) dr , Za = u(r) cos —, 


u(r) fiind o funcție pe care vom determina-o prin condiţie a pro- 
blemei. Avem 


. οἱ 6 ci 
de, = du sin — + — p cos — dt 
k k kh 
ct e „Gl 
dz = du eos — — — sin ; di, 
e k hs 
deci 
M 5 S EE. 
(5) dei + de3 = du? + τον. dt? 
Punem şi 
(6) 23 = f(r). 


Trebuie să avem conform calculelor de pînă acuma 


de? — dei + dej = — μ΄» dr? — d μὲ di? + f'? dr? = 


v 


Jp2 
c? ( = ae + s — dr?. 


Identificăm coeficienţii in di; avem 
3 ? 


e T 


r 


şi din identificarea coeticienţilor rămaşi 


/ —1 
r. a 
$'2 H 1 
-/᾽-[ Y i 
X 


a k?a + 4735 
(8) fu =, 
4T r—a 
de unde rezultă funcția f(r). 
Avem deci formulele de scufundare 


za =T coso sin0, e =r sing sin, ge = r cos 0. 
2, Seufundarea metricii p. a) O metrică mai generală decit aceea 
a lui Schwarzschild este de forma 


(1) ds? = — V? dt? + A? dr? + »? (0? + sin?0 ἆφ2), 


unde 
(2) V? = οὔ] + 9), 


A? = (1 +), p = plr) 


funcția p fiind cunoscută. Spunem cá (1) cu condițiile (2) este 
o metrică p. 


Cu aceeaşi observație pentru coordonatele polare 
(3) del + del + deg = dr? + r2(002 + sin?0 dq?) 
ámine să determinăm formulele 


„ct „ct 
gj = y(r) sin — ; ὉΒ — 
i k 


κα = fir) 


— 
[1:8 
— 


prin condiţia ca să seriem metrica (1) sub forma de scufundare 


(5) ds? = — d2 — de + dej + dei + dei + des 


— 


într-un spaţiu pseudoeuclidian cu şase dimensiuni. Obtinem 


4i. EP 
) dej + de = dy? + X μὲ di? 
T 


~ 
c 


gi trebuie sá avem 


e 
— ui ἂς de 


— d2 — dei + dz = — p? dr? — = 


2 a dr? aus 
= — (1 + gdi?-r———— — dr. 
Peg 


Identifieind coeficienții în dt, avem 


(7) p = k(1 + e) 


şi din identificarea eceficientilor rămași 


9 


care permite determinarea funcției f. 
b) Obtinem o scufundare în spaţiul pseudoeu clidian 


(9) ds? = — dej + del + dei + dej +da + dei 
luind in loe de (6) 
„cl «an OU ; 
(10) gj —u(r) ci d gg = RUPE sra gg = | (1) 
V ( 


Avem atunci 


— 
baad 
pd. 

aei 


p E: ] 33 2 á 
sada deda dat - 
] 


το 


Determinăm aceeaşi funcţie u, dată de (7) si 


kg? + 4p. 


(12) "2 = 
à 4{1 + e) 
e) Pentru 
(13) Sem 
r 


Y 


avem metrica Schwarzschild si formulele (1.9). Cazul (12) necesită 
r< a, deci nu este posibil. 


Pentru 
a e? 
(14) dad t 


unde e este sarcina τ. avem metrica dată de H. Reissne! 
(1916) si H. Weyl (1917). 
Pentru 


avem spaţi 


1 A 
l Einstein. Dacă y = Za obţinem 


D 


ak ΤΕ 4- 8r?) 


(16) yu — ) 


4r^ p» 
E d 
3. Geodezieele metrieii p. a) Considerăm un spaţiu riemannian 
cu n dimensiuni admitind o metrică de forma T 
(1) ds? = — V(da9)* + e do? = Vada” da? 
ία, B = ,2,...,» — 1), unde s= +1, iar c este o formá 


Te diu în » — n dimensiuni : 

(2) do? = b,,da* da? (i, j —1, 2, ...,"^ — 1) | 
iar V o funcţie de ai, 2, ..., 2*1. Avem pentru metrica (1) forta vie 
m v. 

— V(a9)? 
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sau 


m SM 
(3) T = εΤ' — — V (a?y*, 
2 
T' fiind forţa vie a metricii (2). 
Sá determinăm geodezicele metricii (1). Avem formulele 


d ôT 97 
di ð  0a* 


Es 0; 


Scriem separat ecuaţiile ; pentru indicele 0 avem 


Cl. vus ; ; 
(4) E (Vâ0) — 0, Va = k(const). 
Gt 
Pentri .,^ —1 avem 
1 arm 
(5) [S557 ας 
Vidi δω Odai j 


tinind seama de (4 


o 
— 


(6) d 8 I Qo" m 


dt θά θα 2ε 


teza luminii 
ca de forma (1) 
nja unui mp 


astfel ca în 
dezicele unui spajiu Riemann V, CU 
unwi pua 


în V,-, asociat sub 
Y κα P i 
din potenţialul 


5 


Putem sá-la 


Deci ge 


et 


"BE 

e ( 
(7) W -- m—— 
2 ὁ 


(4) unde k = 


deci pentru 


(9) SW 


geodezicele 


Avem T = 


razele lumi- 


c) Metricile 


η 


+ r*(d 0? + sin?0 d o?) 


Ὅ 


şi metrica relativităţii restringe 


r*(d0? + sin?0 do?) 


E 


pentru |p| mărginit 


Sub influența forței centrale (12) avem o primă integrală, in 
tegraia, ariilor, pe care o seriem în coordonate polare 


(13) 720 — | = const. 
Avem pentru geodezice o altă integrală (9) 


1 


2005 um f -- , 
T = PR dătdă! = W (4j—1,2,3) 


deei 
" 
m mc 1 
τ UR ο eo 
Trecînd la coordonate polare, avem 
2 
ΤῊ T SUN € 
(14) p? + 7202 = - 
I4 


şi eliminindu-l pe t, avem, notind s = 1/r, 


ds? e? 
15) —— 48 -. i 
( y dq92 "el d o) 2 


unde ϱ este funcţie de s. Cind p = const, cazul metricii relativităţii 
restrinse, avem prin derivare în raport cu 0: 
d?s 
—— +s —0, as = cos (8 — 0j), 
d0? 
- a : ; iod d 1 
decir = ——-— ———-- este ecuaţia unei drepte în coordonate polare 
eos(9 — 0,) 
În general, geodezicele nu sint drepte gi ecuația lor este dată de 
(15) in coordonate polare 


4. Curbura metricii p. a) Considerăm metrica p 
(1) ds? = — Vda?) + A? (da) + (Ahde) + sin?a? (da3)?], 


unde 


(2) V? =1 + pọ, σα p plat). 


Conform formulelor (B. 2) avem 


Fi 


a | DE. us dL OA. ο κα s. 
73 e(14 ϱ), p i A1 + o) 4 A 21 + e)” 


m MIT EIN [^e — af(1 + ϱ) sina?, (2 


A m 4 es = — gina? cos2?, NIELZ 
13 αἱ 38 2 3 


restul simbolurilor Christoffel fiind nule. 
Ὦ) Avem tensorul de curbură 


Bio s {ΠΡ ' iD | ( : Y( è PA alla 


0 ol 
Rezultă 


of î 
Riu = — m ; (ου) ( d- G6 Ὁ {ο ο] 


Atunci 
1 
Nm lude ΕΜ. ἐν 
Ho = — δα ΤΊοο/ίοι) M ai. 
d 
(5) Him = — ES eu(1 + e). 
De asemenea 
| 2 1 1 
6 Ὦρα ΞΞ -- Ro = 1η z 
(6) 002 |, illa o) 002 gi ρι(1 d ϱ) } 
9 1 1 
T 3g = — Rè» = — —— e " 
(7) 003 , ;) y o) 003 2g ed + e) 
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Pentru j 21, 


Atunci 
cari 
0 1 aS ES 0 i 
Rio = gg + lo 8 - (6 Şi u 
(8 RO m= | Pñ 
) 110 2ü + ϱ) 
ὂ - 
m | a) | 9 ya 9 1 
ma = za a id lu a) 1 jJ) 
: 1 
(9) be = 
203 1+ p 
5 
ð 
Ἡ8 δα 1 3, 1-5 ial 
(10) Rh, Ee 
20 l-L.p 


Pentru j = 2 


Atunci 


0 1 
Ro = — | ἥ ) 
i1 0/19 2 


1 
(11) Έδοο = 3 2 ρὲ; 
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~ 


1 
13} Rin = 3 a p; 


(13) Rizs p. 
Pentru j = 3, 


8 3 
Atunci 
0 1 
0 1/43 3 
1 : n 
(14) Hie = Xp Sin? a; 
€ 
1 
ala ο) 
j 33 1 3 )-{ 
Him = — δα +h iJ 18) | 
2 Ri εγω sin?a? ; 
(15) 331 2 qe } 
ὂ ră 3 
; 33 2)(3 el 
Rim —-——$ t $ a s i 
(16) Hija = p sina. 


ϱ) Avem şi 
Ri = g" Riu == g” Rim 
şi după formulele (4) din B.2 


T Ta 
(17) Ra = — Em 
gu 
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1 
l 1 


2 
1 2 


Ι 


1 
3 3 


ră 


fără sumare în raport cu j. Deoarece toate simbolurile Riemann ne- 


nule sint de forma Ri, = — Ri, avem 
vs 1 : 
(18) ΕΦ = — — E. 
9η 
Deoarece Ri — Ri, avem singurele valori distincte 
1 
Roi = — (1 + ϱ) Rio = — i Pr 
1 1 
σα 0 μας ον die 
R (qt)? Mias 241 e, de 29 Pis 
Ν 1 1 
Ri = — (aye 321 n1 exi 13 RES 2 Îi ex 
Hi —-—— Pa E 
(qty? gin? g2 (qt)? 
Avem deci 
1 
(19) Roi = — = fm 
2 
2 9 1 
(20) RE = RE = RE = R = —— p. 
20} 
(21) ΗΝ e κ κώνο 
(ab)? 


d) Pentru tensorul Ricci, conform formulelor (B. 3. c), avem 


xo c4 Pa mods g YAR 
7 5 4? ' Aa As ) 
uos Va pp Au | AV 
γ As AV’ 
e Le 1 Aa Va 
i ΑἹ ΑἹ VA’ 
Ras = Rydin ae 
Ra = 0 


Dar din (2) rezultà 


θι 
VVi ex 1 ü + ΚΙ 
7 Y 72 
VVu vw Pu — Vi 
deci 
(22) Be (+ (22 + 2) 
L 1 eu e 
(23) Ru = "ern 3 
(24) Ra = — p— a pa. 
Avem $i 
Ri = g” Ry, = g" Ri 
deci 
25 i Ri 
5 Ri lI 
(25) s 
fără sumare. Rezultă 
e ρι 9 8 e e 


e) Pentru invariantul Ricci avem 
R = 9” Es Fg Eg + 0 Eas + g?? Ras = 
Ru R 


— Boo | #u (3279 — 2080 + RD; 
oo gu 923 
deci 
e 2p 
(27) R = | Put 4 gi ! αι i 


f) Condiția ca invariantul Ricci să fie nul este ca 


e 2p _ 
vla S (i s 
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Punem p = (2!) ; obţinem 
r(r — 1) + 4r + 2 — 0 


cu rădăcinile —1, —2. Avem integrala 


(28) ἊΝ 


deci spaţiul Reissner-Weyl, care poate să fie caracterizat prin această 
proprietate. 
Deci o metrică o cu tensor Ricci nul este o metrică Reissner- Weyl. 
În acest caz, notind simplu, a! =r, avem 


28 3» 2a Οὐ 
PU p "e γα yos Dni m m 
em b en | Pi 4 
p pm! 9 room 
deci (26) devin 
h s b 
(29) 18 -- ΒΙ -------:. R = Rl. 
(gli (13 
g) Pentru E = k = const, adáüsám la integrala (28) a ecuaţiei 
omogene o integrală particulară de forma ao(zl)?, deci α - 
Obtinem 
^( 12 
(30) pa Apar ea ate i 


IL (pe 12 
Pentru b = 0 avem metrica Einstein cu simetrie sferică. 


5. Detalierea relaţiilor de scufundare. a) Metricile relativiste 
studiate pină acum sînt riemanniene cu patru dimensiuni. Problema 
scufundării lor într-un spaţiu pseudoeuelidian cu şase dimensiuni 
sau, ceea ce este acelaşi lucru, neeuclidian cu cinci dimensiuni in 
coordonate omogene, poate să fie studiată după teoria generală. 

Fie M(a, ai, a?, 4?) un punct al varietátii V, de metrică 


(da?) 


(1 ds? = — (1 + p)(dz°)? + 
Tp 


-+ (a*?[(da?)? + sin?z?(da9)2], 
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unde p — c 
ortogonali intre ei gi fiecare ortogonal pe varietatea (1); deci 


(8), şi IN,(a9, ο), dă, 23) cu « — 1, 2, doi vectori unitari, 


(2) Ντι, δι: Νε--θ, Νε -- 1, 

, 0M .. OM .. 

(3) —— δι = θ, N = 
θα δα 


(i = 0, 1, 2, 3). În afara relaţiilor (2), vectorii N, Να sint arbitrari. 
Alegem o pereche de vectori normali care satisface in plus condiţiei 


(4) N,dN,— 
deci şi 
(5) Νο 4 N.-—— 0. 


Seriem relațiile Gauss şi Weingarten 


ON Q Δὶ 
(6) Ž = Li οἱ} 3 

θα dai 

Y oM x AT 
(7) = Bus T Όμα a 
σσ 

eu 
(8) Bia pa e Jin am 


Y 


(6, 4, & —— 0, 1, 2, 35 a — 1, 2). În formulele (6) am ţinut seama, 
conform relațiilor (4), (! 


(9) Αα = 0. 
b) Trecem la spaţiul euclidian Eg cu formulele 
(10)  M'(a9, à, a, a9, ul, w) = Μ(αϑ, ahy a?, w3) + ut N, + uw? Νο. 
Avem deci metrica euclidianá 
(11) dM? = ds? -2:wdM-dN, + w'uPdN,-dNg + (dut? + (du?)*. 
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ai 


Rezultă că torsiunea este nulă; am numit torsiune tensorul de com- 
ponente tae = N,:dNg = Αιριᾶα', deci 


(12) ο 0 

În (11) considerăm formele 
(13) pa = dM-dN, = — Bydel, 
(14) φαβ = ANa Na = C,g;da/da/ 
cu 
(15) Cap = — Ain Bia 


(i, j, 1 = 0, 1, 2, 3; «, B = 1, 2). i 
Formulele de scufundare Gauss, Codazzi şi Rieci— Kühne devin 


(16) Eja + Acu By — AariBna = 0, 
(17) Bita, — δικα = 0, 
(18) ωρυ — Capu = 0. 


6. Indicatii bibliografice. Pentru scufundarea spaţiilor relativiste să se consulte : 

Fujitani, T. Ikeda, M. Matsumoto M. On the imbedding of the Schwarz- 
schild space — time. Journal of Math. Kyoto University, 1961, I, 1. p. 43— 61. 

Vránceanu G. Teleman, C. Geometrie euclidiand, geometrii neeuclidiene, 
teoria relativității. Ed. II. București, Editura tehnică, 1967. 

Ianus S. Scufundarea metricii Reissner— Weyl. Comunicările Academiei, 13, 
10, 1963, pp. 857—862. 

Smaranda D., Immersion d'un modele d'univers avec champs magnétique dans 
un espace pseudo-euclidien. Bull. Soc. Sc. Liége, 1967, nr. 3— 4. 


Miháileanu N., Sur les métriques relativistes à symétrie sphérique. Analele 
Univ. Bucuresti, vol. 21, 1, 1972, pp. 47— 48. 


E. TEORIA UNITARÁ NEOLONOMÁ 


1. Ecuațiile Maxwell într-un sistem de congruenfe. a) Într-un 
sistem de congruente, date prin diferentialele ds“ ale arcelor neolo- 
nome, coeficienţii wj, ai covariantilor bilineari 


(1) As“ = wg,ds"os* 


satisfac identitátilor fundamentale, pe care putem să le scriem ten- 
sorial sub forma 


(2) οκ H Wiri F Wri = 0 
într-un spațiu riemannian, fără torsiune. Punem 
(3) €, = Wio 8a = Wap; 6ᾳ = ao. 


(4) h, = Wes, ha = Ug, ha = Wiz 
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e; h; fiind proiecţiile pe congruentele 1, 2, 3 ale tensorului elec- 
tric, respectiv magnetic. 
b) Într-un sistem de coordonate, ecuaţiile Maxwell sint [v. (4) 


din I.B] 


s ΥΣ = 9 
(5) div H — 0, jubes ad IE 
e ôt 
(6) "E m NE RÀ 
e Ot 


in absenţa sarcinii electrice (p = 0). Putem să seriem primul rînd 
de ecuaţii Maxwell sub forma tensorială [(7) din I.B.4)] 


SE Sin θα 


(7) ο pi ue p 
θα θα Qa 

sau, deoarece conexiunea spaţiului pseudoeuelidian este nulă, 

(8) ρε + Fira Fu; 0. 


Intr-un sistem de congruenfe in care f;; este proiecția tensorului 
PF, avem 


(9) Sise + Sir i + fes; 9, 


€ 


care sint chiar ecuaţiile (2). 
€) AI doilea rînd de ecuaţii Maxwell rezultă din (5) prin inlocui- 
rile E — H, H — — E, deci avem o situaţie analoagă. 
Dealtfel, trecînd la componentele mixte fj ale tensorului f, 
conform metricii 
ds? = — (dæ? + (dat? + (da?)? + (de)? 


al doilea rind de ecuații Maxwell sub formă tensorialá în sistemul 
de congruente devine 


ο a 


; , 
Qa 


exprimind eá divergenta tensorului fj — 0 este nulá, adieá teorema 
conservării energiei. 

Deci ecuaţiile Maxwell sînt echivalente cu identitátile fundamen- 
tale într-un sistem de congruente. 


2. Spaţiu relativist neolonom. a) Considerăm un spaţiu V, de 
metrică 


(1) gi dada! = — (ds)? + (ds) + (ds2)? + (ds3)? 


raportat la un sistem de congruente 


(2) ds^ = Mda, dai = ujds* (i, α,... — 0, ME Ms 


με, 


ο ο. că spaţiul V, este scufundat într-un spaţiu V, de 
metrică l 


(3) ds? = g,,dz'da? + (dst), 
unde 
(4) dst = dat + pidat, 


9; fiind funcții de 20, z!, æ?, ας; presupunem cà 9; dai nu este dife- 
rentialà totală exactă, deci 41 este o variabilă neolonomă. 
Spaţiul (1) este astt spaţi fus in V icá spati 
"LA pagi (ID) ente Ναοί. un spațiu ds "i 0 din Vs, adică un spaţiu 
olone » Mal precis o ipersuprafață în V;. Grupul rigid al 
acestui spațiu neolonom este ' 


(5) ds^ = ejds^, dst — dst, 


unde ὦ, de determinant diferit de zero, | cf] # 0, satisfae conditiilor 
de pseudoortogonalitate í 


(6) £4,0761 = Eed; 
unde, conform metricii (1), 
—1l, a — 0, 
Lo = 12 8. 
b) Calculăm covarianții bilineari ai formelor ds“(a = ϱ, 1, 2, ὃ 
ds* (o " 


(7) £j —Ü0 (a x b) Saa ει = | 


ΝΤ : me i peti x “5 
4). Avem in primul rind, pentru formele ds?, ds!, ds?, ds? 


? 
(8) As" = ass — wg dai dai. 
Apoi 
(9) Ast = àds* — dăst = Agt + pudea, 
unde 
(10) up ae n Ὅσῳ 
i dai Dai 


Notind Ast = wh N datzi, rezultă 

PE T 4 ii 
(11) Wis — 0, Wa = uui 
şi din (8), 


(12) w% = 0. 


Mo 
N 
x 


Caleulám acum coeficienţii Ricci, yĝy, față de congruentele din 
V,, conform formulei 


a 3 
(13) Θα Ύδο = 9 («bs T Ew? ii P 
care determină coeficienţii pentru a, b, e, ... — 0. 1, 2, 3, iar pentru 
indici 4, conform cu (11). (12) 


(14) γαι m 0, Yia u$ 0, YA == 0, 


1 1 
n 4 4 4 
(15) Yio == Yoa TA I" EaWbas Yab = — Ἴδαν: 


ο 


c) Coeficienţii Ricci γῇ, sint coeficienţii conexiunii spaţiului V4, 
de metrică (1). Pentru spaţiul V$, coeficienţii Ricci γᾷν, ealeulati, 
corespunzători conexiunii din V, nu sînt si coeficienții conexiunii din 
Vi. Alegem o conexiune în Vs în modul următor: 


(16) Yie = Yie WE = Yi = Va = Yas = 0. 


Această conexiune este rigidă, adică invariantă în grupul rigid (5). 
Caleulám acum torsiunea si curbura spațiului neolonom V$. 
Pentru torsiune avem 


(17) te = Vie — Ye — Wir- 
Componentele tł sint nule, spaţiul (1) fiind riemannian. Singurele 
componente nenule ale torsiunii sînt 


(13) fij = με 


Relativ la curbură, utilizăm formula 


9 ža ð *o y TENI i 
yii — r — ABE p ated — t$ vlt + vits, 
ðs? ðs” 
unde γᾷς este conexiunea atașată (16). Rezultă 
(19) Yia = Yhes 


iar celelalte componente sînt nule. 


3. Teoria unitară. a) Curbura metricii V, 
(1) — (ds?)? + (ds!)* + (ds?) + (ds) 
are caracter gravitational; ea este legată de tensorul energie — im- 
puls prin ecuaţiile Einstein. 
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Deoarece curbura spaţiului neolonom V3 este egală cu aceea a spa- 
tiului V, si această curbură are caracter gravitational. 

b) Considerăm un vector din V;; transportindu-l prin paralelism 
în sensul metricii (1), de-a lungul unui drum din V,, paralelogramele 
infinitezimale nu se închid, a cincea latură fiind normală la V,. 
Dacă ds", δε” sint deplasări din V,, cu care este construit pentagonul 
infinitezimal, avem pentru a cincea laturá, in directia normalei la V, 


(2) ASt — qp, 0s" δεῖ, 


Wry = Wir fiind coeficienţii eovariantului bilinear, strimb simetrici ; 
ei determină torsiunea spaţiului neolonom V4. Avem şase compo- 
nente distincte 


(3) Wors Wozy Wogy 1012, Wo3; 103. 


Celelalte componente & ale torsiunii sînt nule, corespunzind spa- 
tiului V,. 

c) Punem 
(4) Wij = Τη 


f; find proiecţiile pe congruente ale tensorului electromagnetic. 
Avem formula torsiunii 


(5) lix RUE γη i a Yin το ιδ 

Şi fj, = 0 pentru 1 = 0, 1, 2, 3. Atunci, identitățile fundamentale 
in teoria congruentelor 

(6) 5 E») dr uL == 


e 


coincid cu (2) din $1, deci cu ecuaţiile Maxwell. 

Deci ecuațiile Maxwell coincid cu identitățile fundamentale într-un 
sistem de congruente ale spaţiului neolonom V$. Rezultă că proprie- 
tătile electromagnetice sînt generate de torsiunea Wr, a spatiului neolonom. 

d) Teoria relativităţii a reuşit să explice satisfăcător, pe cale 
geometrică, prin ecuaţiile Binstein, fenomenele gravitaționale. S-a 
pus atunci problema construirii unei teorii unitare, care să explice 
cu ajutorul proprietăților spaţiului fizic, atît fenomenele gravita- 
tionale cit și pe cele electromagnetice, adică din metrica spaţiului 
să rezulte şi ecuaţiile Einstein şi ecuaţiile Maxwell. 

O soluţie a fost dată de profesorul Gheorghe Vrănceanu, 
în 1935, dînd o interpretare spaţiului fizic ca o ipersuprafatá V$ : 


(7) ds? = dz* — gdz’ = 0, 
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scufundată in V,, conform formulelor precedente. Atunci compo- 
nentele cîmpului electromagnetic sint 


09; 09; 
(3) Τη ο ο ματ πώ 2 a 
Oa! δρ 
Rezultă că tensorul de curbură generează ecuațiile Einstein $i tenso- 
rul de torsiune, ecuațiile Maxwell. 
4. Indicaţii bibliografice. Pentru desvoltări relativ la teoriile 
să se consulte : 
Vrănceanu G., La théorie unitaire des champs et les hypersurfaces non holono- 
mes. C. R. Paris, t. 200, 1935, p. 2056—58. 
Vrănceanu, G., Popovici A., Fundamentele teoriei generale a relativității 
Studii si Cerc. Mat., București, 15, 1964, pp. 285—323 ; 547—593. 
Teodorescu, I. D., Teoria unitară neolonomă. Gazeta Matematică, A, 1969. 
pp. 105—110; 139—146. 


unitare neolonome 


F. MECANICĂ CUANTICĂ RELATIVISTĂ 


1. Tensori spinoriali. a) Considerăm spațiul euclidian complex 
patrudimensional Ef. Fie (0, I, Το, Is, 1 un reper ortonormat R 
şi a, ὦ’, οὖ, æt coordonatele unui vector relativ la acest reper. Pátra- 
tul scalar al vectorului are forma 


(1) a? — (a)? + (a*)* + (92 + (αὐ, 


^ 
Fie două plane în spaţiul patrudimensional A», A, care trec prin O 
şi alegem un reper, astfel ca doi vectori I}, 12 să aparţină lui Aa 
A 
iar I,, I, lui As. Dintr-un reper R(I,, 15, In, I, )obţinem un oricare 
1 2 1 2 


altul prin transformarea 


^ ^ 
TI T 2 ας. 1 I 2 7 
Iy = aul, + arla In =al, + αλ ἄνα 
t" T^ 1 n 2 


^ ^ 
Ig UL, 241 dw 
x 2 i v 2 


á " ^ -— x « 
deci vectorii Iy, Iy, rămîn în A, iar I,, In, în A,. Notám cu litere 
"A 2t 
greceşti indicii care iau valorile 1, 2. Transformările (2) devin 
A 
(3) Iy TED, 


A ASIS 


od, T: A3 


Presupunem cá transformárile sint unimodulare, 


1 2 
A αι’ αι’ κ ^ 
(4) ob] =f γα, [α)!--1. 
ay αὖ X 
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b) Considerăm un vector Ῥ din ET, ale cărui coordonate le notăm 


^ ^ 
1,2 n 3 
cu ψ', yvy: ψ 
e A A 
n n 97 
(8) VY = ph 4- HS - Ph HY. 
^ ^ 
" ` tr X în Ui. d s odi 43 4 
Într-o transformare (3), Vi, 9? se transformă în VI, 7 şi VL, q? în 
A A 
pr 8. 
Ut. we 
"T x5 ο A, A 
(6) y =, pi o e, 
X A 


2 EN .. . . x AN . 
unde oj, «4 sint minorii normati ai elementelor oj, ας deci 
λ 


^ ^ ^ 

"7 λ À λ E um ἝΝΑ 
(7) apa” = ὃν, akak = δε. 

B ov ν 


Matricea transtormării (6) este deci 


1r A^ 2 1 

, "uU «1 αρ}. V», — Az 
(8) (ma | MES = 2 αι] 

σι αο m ly αι; 


Numim spinor, tensorul format din coordonatele contravariante 
^ 


ale vectorului V(d^, q^). 
Din coordonatele contravariante ale unui spinor, le obţinem pe 
cele covariante, prin 


(9) Vis 


Ya Vas Va = V5, — 
H 
^ 
= A 3 λ S di s & e P ! 1 1 
În adevăr, cînd (4^, Q^) se transformă după (6), px, VA devin 
^ 


(10) px == α).ψλ, ju m ta ^? 


iar relaţiile ψ, = d? ete. au caracter invariant ; detaliat 
Li 9^ 1) 94 9» 9 1 A A Ai A of. 
Y = αἴ φ᾽ -- αἲ ϕὶ + αἲ ψ’ — αἴ, + orbi = cri — ψν ete. 


c) Un spinor de două ori contravariant are coordonatele de forma 


λ 4 αλά 
q^, pr, v^, y T 


astfel cá intr-o transformare (6) 


(11) qw — g^, QUU = αχαμψ' ete. 
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Considerăm spinorii cu proprietăţile 


AA AA 
(12) g^ — g^, g^" -- gh 


Aceste proprietăţi au caracter invariant; în adevăr 


A’ L A A’ μ΄ 1 
ελ’ -- gag -- ---αλ αν ελ -- — gu 
A AA 
EM -- gi ui εν ae D. 


a : ^ e , , Azi r ; A 
, in particular εἩ = s?? = gi! — e?? — 0 iar εἰ”, et? sînt invariangi. 
In adevăr 


9» d5 Ὃν: Au ^ Or 19 1’ 9, 9 5 1.2 ^ 9, 
επ s al gi ch — αἱ αἲ el? -|- αὖ αἲ el - sul — αν αι) = ci; 
^^ 


analog pentru εἰ 2, 
Considerám spinorii pentru care toate componentele sint nule 
afará de 


(13) που i, ο ο --1 


relativ la orice reper. 
Analog considerăm un spinor de două ori covariant, pentru care 


(14) £44 = — £g = 1; SA ur dan 


^ 
— eod d -- 6 u 
da = satt, QA = Snags 
λ Au 
(15) 
A AA 
q^ i. sei κ Q^ — - ελα 


Deci eu ajutorul spinorilor < putem să ridicăm ori să coborim indicii. 
d) Considerám spinorul 


^ 


^ AT A 
(16) Qu = et =0, gg, 
Proprietatea de definiție are caracter invariant; în adevăr 


PP ess aate == 8, 


JN. A^ e A , ^. αλ quA. 
QU -- αλ αὖον — αλ ανα” — ολ’. 
u 
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Spinorul ὁ” este simetric. Matricea lui este 


E 
cil og 
ϱ | 
ES 22 
"7 € e 
(17) de ; 
n ei 
| 0 


^ 
"na e?2 | / 
C" este o clasă de tensori. Este suficient să considerăm matricea, 
superioară de ordinul al doilea; conform cu (16), obţinem matricea, 
inferioară prin transpunere. Din legea de transformare rezultă 


V E 
(18) je? | — dă]. 
Avem deci invariantul 
Ns AA ^ ^ 
(19) = |e” | = gem — det, 
Aa 


e) Unui spinor 6 


„ construit prin (16), îi ataşăm un vector 
(21, 42,3, a3) prin 


n^ 1 ^ 3 i mă 1 1 
Qm ig «9 + 14 qi--ia? 
(20) (a πο τς mie ju 
ceu. g22 at — ig? --ᾳ- 144 
Numerele zi sint complexe. Rezultă 
ÎL ον A ; Toas A 
gi = --- (ο 1 e”), a = — (el? — ea), 
2 21 
(21) 
3 A E ut E. 
p3 = — (gl 622), ή = — (eM t ο”), 
2 2i 


^ 
Ὁ s m a OR α7 ist at pig? 
lei | [αἱ — ig! =g? iat | 
deci 
(22) I = — Da? + (a? + (2°)? + (αγ). 


Rezultä că vectorul α΄ suferă o transformare ortogonală complexă 
în Ej. 
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2. Spinori în spaţiul pseudoeuclidian. a) Trecem de la reperul 
ortonormat R(0, Τι, Iz, Is, Ia) din Ef la reperul ortogonal din spaţiul 
pseudoeuclidian patrudimensional de indice 1, Ei, luînd 


(1) I hes οὐ 


şi restul vectorilor de bază ráminind neschimbati. Coordonatele 2%, 
al, αἲ, œ? sint reale, dar relativ la reperul R au forma 


(3) qi = gi, αἲ = ax, x? = οὖ, αἲ — ia. 


Considerăm si în acest spaţiu, spinorii si spintensorii din Ef. 
Fie ai un vector arbitrar din Ej. Îi asociem un tensor spinorial 
^ 
c", conform cu (1.20) ; deci 


^ ^ 
gu gi? q9 — a qi + ig? 
^ ^ = 1 . 
κ a) Lo — 13 —g? — a? ) 
În acest caz matricea (3) este ermitiană, adică transpunînd, elemen- 
tele ei se schimbă în complex în conjugatele lor. Reciproc, dacă ma- 


(3) 


A 

tricea (04) este ermitiană, din (1.20) rezultă că al + iz, a! — 14 
sint conjugate, deci zl, œ? reali; v? + iqt, pă — {αχ sînt reali, deci æ? 
este real şi αἱ pur complex (deci 2? real). 

b) Considerăm transtormările spintensoriale de forma (1.3). Cer- 

^ 

cetăm condiţia ca să se menţină caracterul ermitian al matricei (ci). ) 
Avem prin definitie 


(4) ον -— (cÀys, 


notind conjugarea complexă prin asterisc. Avem 


λα“: a ὠλ' η AU 
e αλ αὖ c 
u 
eon Ln αλ SE LL (uy NELAR — (aA y (gi με eu 
ΡΝ = (et) = (ak y* (a5 )*(e " y* == (αχ)᾽ (αμ) 6. 
m 
Pe de altá parte 
^ ^ 
EN == guo, 


deci trebuie să avem 


7 A, Ar A, 
raita pape pp 
ο μ 
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Este suficient sá fie satisfácutá aceastá conditie, dacá 


^ 3 
(5) αἴ = (ora )* 
A 
sau 
^, o 
(6) «A ----(αλ)᾽, 
^ 


^ 
adică dacă luăm matricea (αλ) arbitrară iar drept (αχ) matricea ei 
λ 
complex conjugată ori eu semn schimbat. 
3. Ecuațiile Dirac. a) Fie dat un cimp spinorial in 74, adică, 
Ἷ ! eed {09 ml 2 ! ! 0 1i 2 3 
(1) ja = da(a*, a, ὦ”, αὖ), Y eap IPs any e^, at) 
^ AA " d . bus Hus T 
(A = 1,2, à = 1, 2). Fiecărui vector α΄ in Ej îi corespunde un spinor 
A ^. " E 
determinat c", c^ (2.3). În coordonate covariante 
αρ -- --ᾱδ, αι - Xi, ἂν — x", X. -- a? 
avem 


Considerăm mulţimea operatorilor 
9 9 9 9 
6) da! T θα. θα” 
pe care putem să-i aplicăm cîmpului tensorial. La o schimbare de 
reper sint vectori covarianti : 
4 ὃ. δα ὃ 
^ dai dan du! 
Înlocuim în (2) coordonatele covariante w; prin coordonatele opera- 


: A 9 ς "Νις, 
torului eovariant FW ; obtinem un tensor spinorial 
2 


σσ 
9 ὂ ð ð 
(5) Da IPSAS 7$ TETI θα 1 θα 
pz pa)" am AM M. 
dai 0a? δα} — 0g? 
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iar 


(6) D! = pe es 0, Ie = Τα 
ea pentru (c^). 
Spunem că D este operatorul lui Paul Dirae. 


A 
b) Contraetind un spinor tensorial arbitrar ο” cu un spinor arbi- 
trar W, Ψ., obţinem din nou un spinor contravariant 
λ 


(7) UA .-- CEN Q^ = δέ, 
[2A 
deci gi 
^ ^ ~ A A 
(8) P= D, Și = Degu; 


A A 
prin Dp, înțelegem că operatorul D^" este aplicat lui J ; deoarece 


^ ^ 
D” — D relaţia (8) are caracter tensorial. Detaliat 


bs í 0j, 0v, dy, apa 
Ue DE. LONE Lu E uoo 8 up om dic. 
T t “a θα dal δϑαξ das ! 
x OV, ὂψ, QU, Oy, 
j?— py, + DY, = — diete usd -—Ó wei eu : 
1 3 δαν Qo Qa? 0a 
(9) | 
YE s Dii, ES DÀ, xm 9 ds de E Oy εἷ- 9 i 
f θαθ da! da? θα 
αν Αν ^ A ) d * "Tni j | ! 
Ve = pug, + py, = e * a T A .. κ; 
θα δα Qz? θαδ 


Astfel, dintr-un cîmp vectorial ϕ., W, obţinem in mod invariant 
A 


^ ^ 
un nou cîmp vectorial Q^, Q^. 

c) In mecanica cuantică relativistă, schimbarea, stării electro- 
nului, în cursul timpului este dată de un cimp spinorial (1) în spaţiul 
evenimentelor (x°, ai, αἲ, 2?) = (ct, æ, y, ο). Legea de schimbare a 
componentelor electronului se exprimă printr-un sistem de ecuaţii 
diferentiale, invariant la o transformare Lorentz. 

După Paul Dirac (1928) aceste ecuaţii sînt : 


(10) 


i T WA a MC A AnA : ^ 
πιρόψ'-- hp = AD yu, mep = h^ = AD yy, 
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unde m, este masa electronului in repaus, e viteza luminii, ἢ = p» 
TC 


^ 
d ; € -27 ar A ^ ai 
(h fiind constanta lui Plank, A = 6,6249.10-7 erg.s), d^, y sint 
z lac] «ni a AL UA 
componentele contravariante ale aceluiaşi spinor $;, ᾧ,, D"", D 
A 


operatorul Dirae. 


Deoarece ψιὶ Va, $4, ᾧ, = Q^, — yt, φὸ, --ϕψὶ, seriem detaliat 
4 1 2 . 
ecuaţiile ondulatorii ale lui Dirac pentru electronul liber 
dp 04, — Op, οφ, 
T. Ww 2 " 2 
nid = { δὲ Ἔ δα δα | ax 
0j, pa 0j, — OQ, 
Tit, = { δας ^ θα 1 a: δαν ) 
(11) y 
μα E Pe. E NEL) 
TW up iw ΕΕ αμ 
0j. dh + ὂψι οὐε 
=} = Map ote E 
moe, on ng θα θα Qa? 
Din ecuaţiile (11) putem să exprimăm derivatele parţiale in raport 
dy 
bs À A ; " 
cu timpul, 2. , — prin h, y, si derivatele lor parţiale in 
0t ôt λ 


raport cu ὦ = zl, y — z?, z= 4?. Obtinem 


04. apa Οὐ, Op, 
(19) i = 2 zac ia oa) mets 


ete. Integrind sistemul Dirac, putem să obținem componentele elec- 
tronului în orice timp. - i |j 
d) Cimpului spinorial al electronului îi asociem un cîmp vectorial 


al densităţii curentului. Fiecărui spinor Q^, ^ îi asociem un spinor 
conjugat dă, Q^ conform cu 
(13) p= (p, = 


Operația are caracter invariant. 
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a 4 ÁN σῷ A ^ 
η 5 r : λ ji ai 1 i 5 mE i 
Din Spinorul dat ^, vi şi conjugatul lui, (^, ψλ formăm spinten- 
sorul ο” — ¢ după formula 


(14) e] n αφ’ 


^ 
μι μάς dU. oa ats da ER IA > 
Cu αἲ = iad, ο" date de (14) iar Q^, ψλ date de (13) avem 


JT ^ ^ T ^ ^ ^ 
P= AL 4 422 4T ad š 2( 4233 DER 
f A οι A a εκ, 
pl = κ] T Fm ERST. 2yxk De νε 52 VL yăe » pe 
2 | a IV) — Vp) — pp) — Vip), 
(15) 
1 A A i A A 
-- απ. αὔθ... f dM GAE ΕΡΜΗ ΠΑ ARAE 
p= z (oie A A, 
DES 4 (că e) eos fecal yrys — gi yy | pU 2*4 ΠΠ 
2 2 a A a pp). 
Punind 43 — — 24” si trecînd la coordonatele covariante ale spi- 


norului (9) din §1, avem 
(e pis Wag 3 * 

A’ = UM dr lao 3p Vai E Vai 

i ob i 


A! — Vai + dU -- φ,ψξ + ag 
2 j| 


Big 4 p $n x ο), κ e p 
A? — — Vata Hippa Hipa VA ipy, 
2 1 2 
A3 — [* fupe ἡ * 3 
A? = Jii FOX. A a YA ΓῈ payi- 
ΟΝΕ 


Acest vector este vectorul densitate al curentului. 


^. Indicaţii bibliografice. Ultimul capitol este reprodus după 
Rasevski, P. K. Rimanova gheometriia i tenzornii analiz. Moscova, 1953. 
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Cartan, E. Leçons sur la théoriee des spineurs. Paris, 1938. 
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